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Ziel heute: Matrizen und Basiswechsel

» Charakeristik und Kardinalitat von endlichen Korpern

» Die Matrix zu einer linearen Abbildung zwischen
Vektorraumen mit Basen

» Kern, Bild und Rang
» Dimensionsformel fiir Untervektorraume

P Invertierbare Matrizen und die Berechnung der Inversen

In der letzten Vorlesung hatten wir gezeigt, dass jeder
endlich—dimensionale K-Vektorraum V' zu einem der Vektorraume
K" isomorph ist. Dabei ist n = dim V. Allerdings gibt es viele
Isomorphismen: Jede Basis B = {vi,..., vy} von V induziert einen
Isomorphismus

(pB:Kn—> V,ejl—> vj.

Ziel dieser Vorlesung ist es zu verstehen, wie sich Basiswechsel
auswirken.



Charakeristik und Kardinalitat von endlichen Korpern
Sei I ein endlicher Kérper. Dann ist die kanonische Abbildung

x:N—)F,an-lezFllK

nicht injektiv. Im letzten Semester hatten wir gezeigt, dass

p=min{n >1|x(n) =0}

eine Primzahl ist, und somit IF, = Bild(x) C F ein Unterkorper von
F ist.

Definition. Man nennt die Primzahl p die Charakteristik von F,
in Zeichen, char(F) = p.



Charakeristik und Kardinalitat von endlichen Korpern, 2
Satz. Sei [F ein endlicher Kérper der Charakteristik p. Dann gilt
|F| = pS,
wobei e = dimg, F die Dimension von ¥ als ¥ ,-Vektorraum ist.

Beweis. Als IF,—Vektorraum ist F = 5, und |F5| = p®, da wir fiir
jede Koordinate p Wahlmoglichkeiten haben. O
Bemerkung. Man kann zeigen, dass es zu jeder Primzahlpotenz

q = p® einen Korper F; mit genau g Elementen gibt.

Beispiel. 4 konstruiert man wie folgt. Wir betrachten den
Polynomring Fp[x] und das Polynom f = x2 + x + 1. Fiir

g € [F2[x]| bezeichne g den Rest von g bei der Division mit Rest
nach f. Dann ist

Fs={0=01=15%x+1}

die Menge aller moglichen Reste, und die Verkniipfungen sind
durch

a+b=a+ba-b=a-b



Erinnerung: Homomorphismen

Letzte Stunde hatten wir lineare Abbildungen definiert: Eine
Abbildung f : V — W zwischen K-Vektorraumen ist K-linear,
wenn

f()\lvl + )\2V2) = )\1f(V1) + )\zf(VQ) VA1, €K Vvl, wevV

gilt. Eine (K-)lineare Abbildung f : V — W nennt man auch
(Vektorraum)-Homomorphismus, da die Vektoraumstrukturen
von linearen Abbildungen respektiert werden. Ein
Monomomorphismus ist ein injektiver Homomorphismus, ein
Epimorphismus ist ein surjektiver Homomorphismus, und
schlieBlich Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus.



Kern und Bild

Definition. Sei f : V — W ein Homorphimus zwischen
K-Vektorraumen. Dann heiBt

kerf ={veV|f(v)=0}
der Kern von f und
Bildf =f(V)={we W |3veVmitf(v)=w}

das Bild von f.

Satz. Sei f : V — W ein Vektorraumhomomorphismus.
1. ker f ist ein Untervektorraum von V.
2. Bild f ist ein Untervektorraum von W'.

3. f ist ein Monomorphismus (also injektiv) genau dann, wenn
ker f = 0.

Beweis.



Satz. Sei f : V — W ein Vektorraumhomomorphismus.
1. kerf ={v e V| f(v) = 0} ist ein Untervektorraum von V.
2. Bild f = f(V) ist ein Untervektorraum von W.
3. f ist ein Monomorphismus (also injektiv) genau dann, wenn
ker f = 0.
Beweis. Zu 3.: Angenommen kerf =0, vy, v» € V und
f(Vl) = f(VQ)

= f(vi—w)=Ff(v1)—f(wv)=0
= vi— v € kerf = {0}

= v—w=~0

= VIi=W

Also f ist injektiv.
Die umgekehrte Richtung ist klar, da bei einer injektiven Abbildung
nur die 0 auf 0 abgebildet wird.

Ol
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Sei V ein K-Vektorraum und B = {v1,...v,} eine Basis. Wir
fassen B nicht als eine Menge auf, sondern als eine Liste auf! Dies
ist notwendig, damit der Isomorphimus

ai n
e K"— V, f(] : ):Za,-v,-
i=1

an

wohldefiniert ist.

Also B = {v1,va,..., vy} und die Basis B = {vo, v1,...,v,}, die
wir durch Vertauschen von v; mit v, erhalten sind von einander
verschieden.

Wieviele Basen hat IF%? Da dim IF% = 2 gilt, besteht jede Basis aus
zwei Vektoren.



Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung
Definition. Seien V, W zwei endlich—dimensionale
K-Vektorraume und A = {v1,...,v,} bzw. B = {wy,..., wp}
Basen. Ist f: V — W eine lineare Abbildung, dann betrachten wir
die Skalare aj; € K, definiert durch

m
f(vj) = aijwa + apjwo + -+ + amjwi, = Za,-jw,- cw.
i—1

Dann heiBt die Matrix
A= (a5) = ME(F) € K™
die Matrixdarstellung von f beziiglich der Basen A und B.

Merkregel. Die j-te Spalte von A sind die Koeffizienten von f(v;)
bzgl. der Basis B von W.



Beispiel. Sei V = R[x]<y4, und seien a1,...,aq4+1 € R. Die

Abbildung
p(a1)

f: VR p
p(ads1)

ist R-linear. Um die Darstellung von f beziiglich der Basen
A={1,t,...,t% und € = {e1,...,eq:1} C RI*L zu berechnen,

betrachten wir fir j =0,2,...,d:

O‘J:.L d+1
)= : | =D de
O/d+1 =
Daher hat f die Matrixdarstellung
1 o a% .. a{’
1 a ... ... of

MZ\ () = e R(d+1)x(d+1)

d



Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
Vektorrdumen V und W. Ist A = (a;;) = MZ\(f) € K™ die
Matrixdarstellung bzgl. der Basen A = {v1,...,v,} und
B={wi,...,wn}, so gilt:

1. Das Diagramm

v—ow

Kn A Km
kommutiert, das heiBt
X1
flpa(x)) = ¢B(Ax) Vx= : e K".
Xn
2. Jede Matrix A € K™*" |iefert eine Abbildung f, so dass das
Diagramm kommutiert.



Beweis. Zu 1.: Der untere Pfeil ist

X1 27:1 ayjX;
x=| 1 | A Ax= : €K™
Xn 21’7:1 AmjXj
Unter pp (rechter Pfeil) geht dies iiber in:
i1 31X m [ n
v5(AX) = ¢5 5 =S 1D e | wi
Shaamy ) T\

Betrachten wir nun den anderen Weg: Der linke Pfeil ist

X1

n
_ : A -
X = : = g XjVj.
Jj=1

Xn

Unter f geht dies tiber in (oberer Pfeil):

Flea(x)) ZXJVJ )—ij-f(vj-)—2xj<za,-jw,->_
Jj=1 j=1 i=1



Zu 2.: Die Abbildung ist: f = o Ao 90;11'

v—ow

Kn $_ Km
O
Wir konnen lineare Abbildungen zwischen endlich—dimensionalen
Vektorraumen also vollstandig auf Matrixebene verstehen und die
Abbildungen ¢ 4 und g benutzen, um zwischen den
ursprunglichen Vektorraumen und dem K” bzw. dem K" hin- und
herzuwechseln.
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Matrixprodukt
Korollar. Es seien U,V , W drei K-Vektorraume jeweils mit Basen
C=Au,...,u},A={v1,...,vp}, B={w,...,wn}. Es seien
g:U—=V,f:V— W zwei lineare Abbildungen. Dann gilt fiir
die Matrixdarstellungen A = Mg\(f), B = MG(g) und
C = M§(f o g), dass

C=A-B.
Mit anderen Worten: Das Diagramm
fog
— .\, T
V) z 4 - w
wla valx s
Kr—Bs gn_As Km
C

kommutiert; insbesondere heiBit dies, dass das Matrixprodukt der
Komposition von linearen Abbildungen entspricht.



Beweis. Wir betrachten die Hintereinanderausfiihrung
fog: U— W. Fiir einen Vektor uj der Basis von U gilt:

(Fog)(u) = f(g(uk)):f@bjkvj)

= ijk f(v;) ijk Zauw,

= Z(Z ajjbji) - w;.

i=1 j=1
Also:
n
C= (C,'k) € K™ mit ¢y = Za,-jbjk
j=1
ist die Matrixdarstellung von f o g.



Korollar. Das Matrixprodukt ist assoziativ, das heiBt:

(A-B)-C=A-(B-C) YA€ K™"VBe K™ VCe K™,

Beweis. Die Komposition von linearen Abbildungen ist assoziativ:

A(B-C)

%\
2N

Ks S kr_Bokn A km,

OJ



Invertierbare Matrizen
Definition. Eine quadratische Matrix A € K™ heiBt
invertierbar, wenn die lineare Abbildung f: K" — K",

x — f(x) = Ax, ein Isomorphismus ist. Die Matrixdarstellung der
Umkehrabbildung B = M&(f~1) € K™" erfiillt

B-A=E = (5k).

Hierbei bezeichnet

1, fallsk=/¢
Oke =
0, sonst

das Kroneckersymbol; E ist also die Einheitsmatrix:

100 ...0
010 ..0
E=]00 1 ... 0|]eck™
000 ... 1

Wir definieren die inverse Matrix von A durch A~1 := B.



Die allgemeine lineare Gruppe GL(n, K)
Bemerkung. Es gilt: f~1 o f = idg» also
ME(F~1) - ME(f) = ME(idgs) d.h. B- A=E.

Da auch fo f~! =idgs, gilt A- B = E ebenfalls.
A~ 1 ist durch A eindeutig bestimmt, denn es definiert die eindeutig
bestimmte Umkehrabbildung

FrKTA KD gAY K,
Definition. Die Menge der quadratischen invertierbaren
n X n—Matrizen tber K bezeichnen wir mit
GL(n,K) :={A e K™" | Aist invertierbar}.

Vermoge des Matrizenproduktes ist GL(n, K) eine Gruppe im Sinne
der nachfolgenden Definition.
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Die Axiome einer Gruppe

Definition. Eine Gruppe (G, ") ist eine Menge G zusammen mit
einer Verkniipfung - , das heiBt einer Abbildung

GxG— G, (ab)r—a-b,

die folgenden Axiomen geniigt:
G1) (Assoziativgesetz) (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c € G.
G2) (Existenz des neutralen Elements)
Jee Gmite-a=a VacgG.
G3) (Existenz von Inversen)
Vac G,3a 1€ G, sodassat-a=e.
Eine Gruppe heiBt abelsch (nach N.H. Abel (1802-1829)) oder
kommutativ, falls a- b= b-aVa, b € G gilt.
Bemerkung. Man kann aus den Axiomen folgendes herleiten:
» Das inverse Element a—! zu a € G ist eindeutig bestimmt und
erfiillt auch a-a7 1 =e
» Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt und erfiillt auch
a-e=avacgG.



Beispiele.
1. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe:
a+beZ, (a+b)+c=a+(b+0),
a+0=aVa=e=0, —a+ a=0 (wird die Verkniipfung
+ verwendet, dann schreibt man fiir a=! meist —a).
2. (Z*,-) ist keine Gruppe (Z* :=Z \ {0}):
l-a=a Vae&Z,1 muB also das neutrale Element sein
(e =1). Aber fiir a € Z mit |a| > 1 existiert kein Inverses.
ZB: fbeZ: 2-b=1.
3. Sei K ein Korper. Dann sind (K, +) und (K*,-) abelsche
Gruppen.
Bemerkung.
1. GL(n, K) fiir n > 1 ist nicht abelsch (siehe Ubungsaufgaben).
2. Esgilt: (A-B)"'=B"1.A"1 denn
A-B-B L. A1=AE.-A1=A.-A1=F



Zeilenstufenform einer invertierbaren Matrix
Satz. Sei A € K"™" eine quadratische Matrix. A ist invertierbar
genau dann, wenn die Zeilenstufenform von A die maximal
mogliche Anzahl von n Stufen hat.
Beweis. Sei A invertierbar. Dann ist die Abbildung

K" — K" x+— A-x

surjektiv, d.h., das Gleichungssystem Ax = c¢ hat fiir beliebige
rechte Seiten ¢ eine Losung. Dies ist genau dann der Fall, wenn
die Zeilenstufenform von A genau n Stufen hat.

Umgekehrt hat die Zeilenstufenform von A die maximale mogliche
Anzahl von n Stufen, dann konnen wir die Matrix B = (bjj)
betrachten, deren j-te Spalte die Lésung des Gleichungssystems

a1 a2 --- din by; 01/

a1 an 1 au byj _ 02 o
i = .| =€

dnl an2 - dnpn b”j 6”]

Die Matrix B erfiillt dann A- B = E. ist also die Inverse A== B.



GauB—-Algorithmus zur Berechnung der Inversen.
Input. Eine quadratische Matrix A € K"*",
Output. Die Antwort auf die Frage, ob A invertierbar ist, und,
wenn dies der Fall ist, die inverse Matrix A—! € K"*n,
1. Wir bilden die um E erweiterte Matrix

a1 -+ -+ a1l 0 oo 0
(Ale=| @ o= 0
: AR I 0
ag - -+ ap|0 -+ 0 1
2. Bringen (A | E) in Zeilenstufenform (A|B). Sind die Stufen
nicht j1 = 1,...,j, = n, dann ist A nicht invertierbar.

3. Wir dividieren die k-te Zeile jeweils durch di, € K\ {0} (da
die Zeilenstufenform genau n Stufen hat) und erhalten die
Gestalt:

1 - 3,

—~
D
oo

SN—r

Il

[optd!



4. Wir raumen durch Zeilenoperationen die Eintrage von A
oberhalb der Diagonalen sukzessive aus, etwa in der
Reihenfolge:

g’n—l,ny z7n—2,na ceey ai,n

5n—2,n—17 vy

Dann haben wir eine Matrix:
1 --- 0

5. return A~ = B.

Beweis. Korrektheit: Die j-te Spalte b,; von B ist eine Losung des
Gleichungssystems A - b,j = ¢}, also ist B die Inverse nach dem
Beweis des vorangegangenen Satzes. O



Beispiel.
1 2 3

4 5 6 ~

0 3 7

10 0[-17/3 5/3 1
~ | 010|283 -7/3 -2
00 1| —4 11



