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Basiswechsel, Rang und Normalform fir lineare
Abbildungen
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» Normalform fiir lineare Abbildungen
» Rang einer Matrix

» Dimensionsformel fiir Untervektorraume

In der letzten Vorlesung hatten wir gesehen, wie eine linear
Abbildung f: V — W durch eine Matrix

A= ME(F)
beschrieben werden kann, wobei A = {v1,...,v,} eine Basis von
Vund B = {wi,...,w,} eine Basis von W ist. Ziel dieser

Vorlesung ist es zu verstehen, wie sich Basiswechsel auswirken.



Basiswechsel, 1

Satz und Definition. Es seien V., W zwei endlich-dimensionale
K-Vektorraume mit Basen

A={vi,...,va}, B=A{wi,...,wn}

und f: V — W eine lineare Abbildung. A = MZ\(f) sei die
Matrixdarstellung von f beziiglich dieser Basen.

Sind A" ={vq,..., v}, B ={w{,...,w,,}, dann ergibt sich die
Matrixdarstellung B = I\/lg‘,/(f ) in den neuen Basen wie folgt:

B = TAS !,

wobei T = ME,(idw), S = I\/Iﬁ,(id\/) die sogenannten
Basiswechselmatrizen sind.

Hierbei bezeichnen idy : V — V und idy : W — W jeweils die
identischen Abbildungen.



Basiswechsel, 2
Mit anderen Worten: Das folgende Diagramm kommutiert:

KnLKm

i SO‘A/ CPB/ l

M, (idv)=$ v—f o w T=Mg, (idw)

lox ool

Kn AL Kkm,

Insbesondere gilt B=T-A-S71.
Beweis. Klar nach Definition der Matrixdarstellung. Beispielsweise
kommutiert
W <2 Km
idWT TT:MS,(idW)



Klassifikationsatz von linearen Abbildungen

Satz. Sei f: K" — K™ die durch die Matrix A € K™*" definierte
lineare Abbildung. Dann existieren S € GL(n, K), T € GL(m, K),
so dass:

TAS™! =

fiir ein r < min(n, m) gilt.
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Beweis. Wir wahlen Basen von K" und K™ geschickt: Wir
betrachten dazu den Kern

ker A= {x € R" | Ax = 0}.

Ist d = dim(ker A), so setzen wir r = n—d (also r < n). Als erstes
wahlen wir eine Basis von ker A C K", die wir mit v,41,...,V,
durchnummerieren. AnschlieBend erganzen wir diese durch
Vektoren vy, ..., v, € K" zu einer Basis A = {v1,..., vy} von K".
Seien w; = f(v;),i =1,...,r, die Bilder der ersten r Vektoren.
Dann sind wy,...,w, € K™ linear unabhangig: Waren sie namlich
abhangig, etwa

Aiwy + -+ Aw, =0,

so ware

Avi+ o+ Ay, €ker A= (Veg1, ..oy Vi),
das heiBt, {vi,...,v,} ware keine Basis, auBer A\ =--- =\, =0.
Dies zeigt:

r<m(=dmKm").



Wir erganzen nun wy, ..., w, zu einer Basis
B={w,...,w,,Wri1,...,Wn} des K™ Beziiglich der Basen A
und B hat f die Gestalt:

1
0 r
A 1
Mg (f) =

0 0 m-—r

—_——— ——
r n—r

Dies folgt sofort aus f(v;) = w;,i=1,...,r und

flvj)y=0,i=r+1,...,n



Wenn also S = M§(idkn) und T = M§(idkm) die
Basiswechselmatrizen sind, so folgt, dass das Diagramm

o MO

kommutiert. L]

Bezlglich geeigneter Basen kann jede lineare Abbildung zwischen
endlich—dimensionalen Vektorraumen, also durch eine sehr einfache
Matrix beschrieben werden. Der Wechsel zur passenden Basis im
Definitions— bzw. Zielvektorraum wird jeweils von einer
invertierbaren Matrix realisiert.



Die Dimensionsformel fir lineare Abbildungen
Korollar (aus dem Beweis). Sei f: V — W eine lineare Abbildung
zwischen zwei K-Vektorraumen und dim V < oco. Dann gilt:

dim Bild(f) + dim ker(f) = dim V.

Beweis. Ist d = dimker f und n = dim V/, dann ist mit der
Notation aus dem Beweis Bild(f) = (w1, ..., w,), also
dim Bild(f) = r, wobei r = n—d. O

In geeigneten Basen ist jede lineare Abbildung f: V — W zwischen
endlich—dimensionalen K—Vektorraumen eine Parallelprojektion:

Vi Vi
Ve . Ve
Vrit1 0

Vp 0



Rang einer linearen Abbildung
Definition. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen
endlich—dimensionalen Vektorraumen. Dann ist der Rang von f
durch
rang(f) := dimBild f
definiert. Der Rang einer m x n-Matrix A € K™*" ist der Rang der
zugehorigen lineare Abbildung K" — K™, x +— Ax :

rang A := rang( K" AL Km ).

Satz. Sei A € K™*" eine Matrix und A die Matrix in y
Zeilenstufenform die der GauBalgorithmus zuriickgibt. Hat A
genau r Stufen, dann gilt

r =rangA.

Beweis. Die Transformation in Zeilenstufenform entspricht einem
Basiswechsel im K™. An der Dimension des Bildes andert das
nichts. Also rang A =rangA =r. O
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Die transponierte Matrix
Sei A= (ajj) € K™*" eine m x n-Matrix. Dann ist die
transponierte Matrix A® = (b;;) € K™*™ durch

b,'j ‘= dji
definiert. 1 4
Beispiel. A— 123 =A"'=|2 5
4 5 6 3 6

Bemerkung. (A-B)! = Bt - A"
Satz. Eine Matrix und ihre Transponierte haben den gleichen
Rang:

rang A = rang A",
Beweis. Es gilt rang A = r genau dann, wenn es invertierbare
Matrizen S € GL(n, K) und T € GL(n, K) gibt, so dass TAS~! in
der Normalform mit r Eintragen 1 auf der Diagonalen und sonst
Nullen ist. Die Matrix (TAS™1)! = (S~1)tA! Tt ist auch in
Normalform, und (S~1)* und (T%)~! sind ebenfalls
invertierbar. El



Anwendung auf lineare Gleichungssyteme
Sei Ax =bmit Aec K™" be K™, ein Gleichungssystem und
Ax=0

das zugehorige homogene Gleichungssystem. Dann ist die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems der
Untervektorraum

ker A= {x € K" | Ax =0}.

Fir inhomogene Gleichungssysteme betrachtet man zu y € K" die
Parallelraume

y+kerA:={y+xeK"|x € kerA}.
Satz. Ist X € K" eine Lésung des inhomogenen Gleichungssystems
Ax = b,

dann ist dessen ganze Lésungsmenge L, = {x € K" | Ax = b} der
Parallelraum

Ly = % 4 ker A.



Beweis. Fiir x € ker A und X mit Ax = b gilt
A(X + x) = AX + Ax = AX = b,
also X + ker A C Lp. Umgekehrt gilt Ly C X + ker A:

xXel, = AX -%)=AxX-Ax=b—-b=0
= X —X€ckerA
= x € X+ kerA.

Ist b ¢ Bild(A), dann existiert kein X € K" mit AX = b und
Ly = 0.

O



Quadratische Gleichungssyteme
Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall von

Gleichungssystemen mit genauso vielen Gleichungen wie
Unbestimmten, d.h., A € K"*".

Satz. Sei Ac K™" und b€ K"; mit f bezeichnen wir die
zugehorige lineare Abbildung. Dann sind aquivalent:

1. A ist invertierbar, d.h., A € GL(n, K),

2. kerA=0, d.h., f ist ein Monomorphismus,

3. BildA = K", d.h., f ist ein Epimorphismus,

4. Ax = b hat genau eine Losung.
Beweis.
1. = 2.: Aist invertierbar, d.h. 3A~1 € K™ so dass
Al A=F

= kerA C kerA"1A = ker E = 0.



2. < 3.: Die Dimensionsformel sagt:
dimker A+ dimBild A = dim K" = n.
Also:
ker A=0< dimBildA=n< BildA = K".

2. N 3. = 4.. Bild A= K" besagt: Fiir jedes b hat die Gleichung
Ax = b eine Losung. Und ker A = 0 besagt: Wenn es eine Losung
gibt, ist diese eindeutig bestimmt.

4. = 1.. Wir betrachten die Losungen v; € K" der Gleichungen

1 0
0

Avi = ) oo, Ay, =
0 1

und bilden die Matrix
B=(vi,...,vp) € K™,

Danngilt: A-B=E (= B-A=E)= B=A"1 also: Aist
invertierbar. O
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Bemerkungen.
1. Haufig will man das Gleichungssystem

Ax=b

fiir eine Matrix A € K™ und viele verschiedene b berechnen.
Dann lohnt es sich, die Inverse A=, etwa mit GauB zu
berechnen.

2. Fiir A € GL(n,K) ist der Aufwand, A~! mit Hilfe des
GauBalgorithmus zu berechnen, von der GroBenordnung O(n%)
Korperoperationen.

3. Eine Matrixmultiplikation

A-B

auszurechnen fiir A, B € K" hat mit der Formel aus der
Definition ebenfalls den Aufwand O(n®), denn es gibt n?
Eintrage von A- B, und

n
Cik = § aj byj
=1

besteht aus n Termen. Es geht auch mit weniger Aufwand:



4. Fir n = 2 braucht man mit der klassischen Formel 8
Multiplikationen. Eine Entdeckung von Strassen (1969)
besagt, dass man mit 7 Multiplikationen auskommt. Dies
liefert fuir allgemeines n einen niedrigeren Aufwand
O(n’°g27) ~ O(n2'7).

5. Es ist offen, ob eine asymptotische Laufzeit von O(n?) fiir die
Matrixmultiplikation moglich ist, was optimal ware, da die
Ausgabe aus n? Eintrigen besteht.

Ist dies der Fall, dann I3sst sich auch A= in O(n?)
berechnen! Dazu eventuell spater mehr.



Summen von Vektorraumen
Definition. Seien V ein K-Vektorraum und U, W C V zwei
Untervektorraume. Dann bezeichnet

U+W={veV|JuclUIweW:v=u+w}

die Summe der Untervektorraume.
Die duBere bzw. direkte Summe von U und W ist

Ua W =UxW={(u,w)|uelU, we W}
Wir haben eine kanonische lineare Abbildung
frueW-—V, (uw)—u+w.

Haufig wird U @& W auch nur als Notation von U + W verwendet,
wenn UN W = 0.



Dimensionsformel fur die Summe von Untervektorraumen

Satz. Seien V ein K-Vektorraum, U, W C V zwei
Untervektorraume und

fruveW-—=V, (u,w)—u+w
die kanonische Abbildung. Dann gilt
Bild(f) = U+ W

und
Ker f=2UNW

vermoge
g uUnW—-=Ua W, x— (x,—x).

Korollar. U, W C V seien Untervektorraume. Dann gilt:
dim U 4 dim W = dim(U N W) 4+ dim(U + W)

Beweis des Korollars. Es gilt dim(U & W) = dim U + dim W. Die
Formel folgt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen. [



Beweis des Satzes. Bild f = U+ W ist klar.
Bild g C ker f ebenso, da f(x, —x) = x —x = 0.

Umgekehrt: Sind (u, w) € ker £ C U@ W, dann gilt:
u+w=0=>w=—-ueUNW,also: (u,w) = g(u) und deshalb
ker f C Bild g, also:

Bild g = ker f.

Die Abbildung g ist also eine Epimorphismus
UNW — kerf.
Dieser ist ein Isomorphismus, da g auch injektiv ist. O

Beispiel. V = R3. Wir betrachten die beiden Untervektorraume:

cost 1 1
U= (| sint |), W=([1],| -1 ]).
0 1 1

Welche Dimensionen konnen fiir Uy N W und U; + W auftreten?



Es gilt: dimU; =1, dim W = 2 Vt. AuBerdem ist
dim(Us: N W) =0, dim(U; + W) = 3,

falls
cost 1 1
{( sint |, 1), | -1]}
0 1 1

eine Basis des R3 ist, und dies passt zu den Formeln aus dem
Korollar. Ist dies nicht der Fall, dann gilt:

cost 1 1
sint | e([ 1], -1 ])=wW (UcCWw),
0 1 1

also: dim Uy =1, dimW =2, dim(U: " W) =1 und
dim(U; + W) = 2. Dies liegt vor, falls:
cost 0 - -
sint | e(| 2 |) = t== bzw. t= 2 +km, keZ
0 0 2 2



