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Aufgabe 1. (a) Sei 0 < q < 1, (an)n∈N eine Folge reeller Zahlen und sei n0 ∈ N>0. Es
gelte

|an+1 − an| ≤ q|an − an−1| für alle n ≥ n0.

Zeigen Sie, dass die Folge (an)n∈N konvergiert. (Hinweis: Zeigen Sie, dass (an)n∈N
eine Cauchy-Folge ist).

(b) Sei (an)n∈N eine rekursiv definierte Folge mit

a0 = 1, an+1 = 1 +
1

an
.

Zeigen Sie, dass die Folge (an)n∈N konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Aufgabe 2. Sei (bn)n∈N>0 eine Folge positiver ganzer Zahlen und b0 ∈ Z. Wir definieren
den Kettenbruch

[b0; b1, . . . , bk] := b0 +
1

b1 + 1
b2+

1

...+ 1
bk

(a) Zeigen Sie, dass die Folge ([b0; b1, . . . , bk])k∈N konvergiert.
(b) Sei α ∈ R. Die Kettenbruchentwicklung von α ist durch den folgenden Algorithmus

definiert:
• b0 = bαc und α1 = 1

α−b0 .

• bk = bαkc und αk+1 = 1
αk−bk

.
• Falls es ein n ∈ N gibt mit αn ∈ Z bricht der Algorithmus ab und es ist bn = αn

Zeigen Sie:

α =

{
[b0; b1, . . . bn] falls es ein n ∈ N gibt mit αn ∈ Z
limk→∞[b0; b1, . . . bk] falls es kein n ∈ N gibt mit αn ∈ Z

(c) Sei (bn)n∈N eine schließlich periodische Folge positiver ganzer Zahlen, d.h. es existie-
ren n0, k ∈ N mit bj+k = bj ist für alle j ≥ n0. Zeigen Sie, dass b = limk→∞[b0; b1, b2, . . . , bk]
die Lösung einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

(d) Bestimmen Sie die Näherung π = 3.141592654... ≈ 22
7

mit Hilfe der Kettenbruchent-
wicklung.



Aufgabe 3. Seien (an)n∈N>0 und (bn)n∈N>0 Folgen reeller Zahlen. Zeigen Sie:

(a) Konvergiert
∑∞

n=1 an absolut und ist (bn)n∈N>0 beschränkt, so konvergiert
∑∞

n=1 anbn
absolut.

(b) Konvergiert
∑∞

n=1 an und ist (bn)n∈N>0 beschränkt und monoton, so konvergiert∑∞
n=1 anbn.

(c) Ist
∑∞

n=1 an beschränkt und konvergiert (bn)n∈N>0 monoton gegen 0, so konvergiert∑∞
n=1 anbn.

Hinweis für (b) und (c): Zeigen Sie zunächst, dass für Ak =
∑k

n=1 an gilt:

k∑
n=1

anbn = Akbk+1 +
k∑

n=1

An(bn − bn+1)

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergieren und bestimmen Sie ihren
Grenzwert:

(a)
∞∑
n=1

1

52n+3

(b)
∞∑
n=1

1

(n+ 1)n(n+ 2)

(c)
∞∑
n=0

1

3− 8n− 16n2

Hinweis zu (b): Stellen Sie die Partialsumme als Teleskopsumme dar.


