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Aufgabe 1. (a) Sei c € C\{0}. Zeigen Sie, dass die Gleichung 2% = ¢ genau 2 Losungen
in C besitzt, ndmlich w und —w mit

Re(w) || + Re(c)’ Tm(uw)] = le| — Re(c)'
2 2
(b) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen von

(i) 2% = 50i
(ii) (3414)z* + (=22 + 6i)z + (25 — 25i) =0

Aufgabe 2. Fiir n € N sei
zn=(1—iVT)" z,=Re(z), Yn=Im(z,).
Zeigen Sie, dass
Ln+1Yn = TnlYnt1 = 29/7

Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden reellen Potenzreihen. Un-
tersuchen Sie auch die Konvergenz fiir den Fall, dass |z| = R ist, wobei R den Konvergenz-
radius der jeweiligen Reihe bezeichnet.
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Aufgabe 4 (Komplexe Zahlen). Bestimmen und zeichnen Sie fiir r = %, r=1undr =2

jeweils die Menge:
—1
{z eC: |z ‘ < r} :
z+1




Bonusaufgabe (Grofie und kleine Christbaumkugeln)

Der Ford-Kreis Clp, q] zu einem Bruch § € Q ist definiert als Kreis mit Mittelpunkt <§7 #)

und Radius #.

0 1/51/4 173 2/5 112 3/5 2/3 3/4 4/5 1

(a) Zeigen Sie, dass je zwei Ford-Kreise Ca, b] und Clc, d] sich nicht iiberlappen. Zeigen
Sie ferner, dass sich die beiden Ford-Kreise genau dann tangieren, wenn |ad —bc| = 1
ist. In diesem Fall nennen wir die beiden Ford-Kreise benachbart.

(b) Zeigen Sie: Seien C|a, b] und Clc, d] zwei benachbarte Ford-Kreise, dann ist
Cla + ¢,b + d] der eindeutig bestimmte Ford-Kreis, der zu beiden benachbart ist.
Man nennt § @ € := ¢ den Median der beiden Briiche ¢ und <.

T bdd
(c) Sei a € R\Q und sei lim,,_,o[bo; b1, . . ., b,] die Kettenbruchentwicklung von «a. Die
Briiche .
== [bos by, by
dk

heiflen die k-ten Niherungsbriiche von «v. Zeigen Sie, dass C|pg, qx] und C[pry1, 1]
benachbart sind.
(d) Sei o € R\Q und seien 2 (k > 0) die k-ten Néaherungsbriiche der Kettenbruchent-
wicklung von a. Zeigen Sie
(i) Falls k ungerade ist mit
Pk > Pr + Pr—1
9% kT Gk

dann ist
Pey1 Pkt Ipr—1

Q1 Gk g
wobei [ € N> maximal ist mit
P+ lpe— <
a + lgr—
(ii) Formulieren und beweisen Sie die entsprechende Aussage fiir den Fall, dass k
gerade ist.




Beispiel zur Bonusaufgabe Wir betrachten a = v/2 ~ 1.259921050. Die Folge der Néhe-
rungsbriiche ist durch

Dk 145 29 34 63 286 349 635

G = g 093 o7 50 227 277 500 )
gegeben. Wir berechnen die Ndherungsbriiche durch sukzessives Medianbilden, ausgehend
von C[1,1] und C4, 3] (siehe schematische Darstellung).
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Wir wiinschen Ihnen frohe Weihnachten und einen guten Start ins
neue Jahr!!!



