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Briefkästen vor dem Zeichensaal in Geb. E2 5, einzuwerfen.
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Aufgabe 1. Sei X 6= ∅ eine Menge. Eine Abbildung

µ : 2X → R≥0 ∪ {∞}
heißt äußeres Maß, falls

(i) µ(∅) = 0
(ii) Für A ⊂ B gilt µ(A) ≤ µ(B)

(iii) Für jede Folge (Ak)k∈N ⊂ 2X gilt µ
(⋃

k∈NAk

)
≤
∑∞

k=1 µ(Ak)

Sei nun X 6= ∅ eine beliebige Menge und µ : 2X → R≥0 ∪ {∞} ein äußeres Maß. Wir
definieren

M := {B ⊂ X | µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A ∩Bc) für alle A ⊂ X}.
Zeigen Sie, dassM stabil unter Bildung von Komplementen, endlichen Durchschnitten und
endlichen Vereinigungen ist.

Aufgabe 2. Sei X eine Menge und E ⊂ 2X mit ∅ ∈ E . Ferner sei

µ : E → R≥0 ∪ {∞}
eine Abbildung mit µ(∅) = 0. Wir definieren

µ∗ : 2X → R≥0 ∪ {∞}, µ∗(A) := inf
{ ∞∑

i=1

µ(Ei) | Ei ∈ E mit A ⊂
∞⋃
i=1

Ei

}
,

wobei wir µ∗(A) := ∞ setzen, falls keine Ei ∈ E mit A ⊂
⋃∞

i=1Ei und
∑∞

i=1 µ(Ei) < ∞
existieren. Zeigen Sie, dass µ∗ ein äußeres Maß auf 2X definiert.

Aufgabe 3. Sei f : Rn → Rm stetig. Zeigen Sie, dass f messbar bzgl. den Borelschen
σ-Algebren ist.

Aufgabe 4. Seien fn := Rn → R≥0 ∪ {∞} (n ∈ N) integrierbare Funktionen. Zeigen Sie∫
Rn

lim inf
n→∞

fndx ≤ lim inf
n→∞

∫
Rn

fndx,

wobei der Limes inferior der Folge (fn)n∈N punktweise zu verstehen ist.


