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Definition und Satz. Sei (X, M, u) ein Mafiraum. Eine Funktion f : X — R heifit
Treppenfunktion auf (X, M, pn), wenn es ein A € M mit u(A) < oo und eine messbare
Zerleqgung A = \J._, A; gibt, sodass flae = 0 und f|a, konstant ist. Man nennt in diesem
Fall f eine Treppenfunktion bzgl. (A;)i_,. Mit

St(u) ={f | f Treppenfunktion auf (X, M, u)}

bezeichnet man den Vektorraum (!) der Treppenfunktionen auf (X, M, p).
Sei f € St(u) eine Treppenfunktion bzgl. (A;)i_, mit fla, = a;. Dann definieren wir

I(f):= ZM(Az‘) L a

und fir AC X
!Afdu:fﬂmf)

das p-Integral von f tiber A.
Durch

SWMU%RfHWﬂhzévmz

wird eine Halbnorm auf dem Vektorraum St(u) definiert (1).
Eine Folge von Funktionen (fi.)ren C St(u) heifit L-Cauchyfolge, falls zu jedem e > 0 ein
ng € N existiert, sodass

||fp - fq||1 < ¢ fiir alle p,q = no.
Eine Funktion f : X — Y heifit u-integrabel, falls es eine L'-Cauchyfolge (fi)ren C St(u,Y)
und eine p-Nullmenge N C X gibt mat

kh_)m fr(x) = f(x) fir alle x € X \ N.

In diesem Fall definieren wir das p-Integral von f als

/fd,u:: lim/fkdu
X k—oo [x



Aufgabe 1. Beweisen Sie die beiden mit ”(!)” gekennzeichneten Aussagen auf der ersten
Seite. D.h. beweisen Sie:

(a) St(u) is ein Vektorraum bzgl. punktweise definierter Addition und Skalarmultiplika-
tion.

(b) Durch St(u) = R, f—||fl|l1 :== [y |fldp wird eine Halbnorm auf dem Vektorraum
St(p) definiert.

Aufgabe 2 ( Riickrichtung Blatt 6 Aufgabe 3).

(a) Sei (X, M) ein messbarer Raum. Eine Funktion f : X — R heifit einfach, falls f
messbar ist und f(X) C R endlich ist. Zeigen Sie, dass eine Funktion f : X — R
genau dann messbar ist, falls es eine Folge (fi)ren einfacher Funktionen gibt mit
limg o fx(z) = f(2) fir alle z € X.

(b) Zeigen Sie durch Angabe eines Beispiels, dass die Riickrichtung von Aufgabe 3 auf
Blatt 6 nicht richtig ist, falls wir R durch einen beliebigen metrischen Raum ersetzen.
D.h. finden Sie einen metrischen Raum (Y,d) und eine Abbildung f : X — Y,
welche messbar bzgl. der Borelschen o-Algebra B(Y') (= o-Algebra erzeugt von allen
offenen Mengen von Y') ist, jedoch nicht punktweiser Limes einer Folge von einfachen
Funktionen ist.

Aufgabe 3. Sei (N,2 1) ein W-Raum und das Wahrscheinlichkeitsmaf$ u sei gegeben
durch die Reihe > 7,y = 1. Sei f : N — R eine Funktion. Zeigen Sie, dass f genau dann
p-integrabel ist, wenn >~ f(k)w, absolut konvergent ist.

Aufgabe 4. (a) Sei (N,2N 4) ein MaBraum, n € N und p € [0, 1]. Das Maf} p sei wie in
Aufgabe 3 durch eine Reihe Y77 p, definiert, wobei

k= (Z)p’“(l —p)"

Zeigen Sie, dass p ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ definiert und berechnen Sie den Er-
wartungswert F(f) = [ f dp fiir die Funktion f: N — R,z — x.

(b) Sei (N, 2, 1) ein Mairaum und ¢ € R+,. Das MaB v sei wie in Aufgabe 3 durch eine
Reihe >/, vy definiert, wobei

k
p—

= —e¢
k!

Zeigen Sie, dass v ein Wahrscheinlichkeitsmafl definiert und berechnen Sie den Er-

wartungswert E(f) = [ f dv fiir die Funktion f: N — R,z — z.
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