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Aufgabe 1. (a) Sei G eine endliche Gruppe, welche auf einer endlichen Menge X ope-
riert. Zeigen Sie, dass

|G| · |X/G| =
∑
g∈G

∣∣{x ∈ X | gx = x}
∣∣.

(Hinweis: Sei Y = {(g, x) ∈ G × X | gx = x}. Betrachten Sie die Urbilder der
Projektionen (g, x) 7→ g und (g, x) 7→ x).

(b) Auf wie viele Arten können die Seiten eines Würfels mit den Farben rot, weiß und
blau gefärbt werden, sodass jede Seite eine Farbe hat und die Färbung nicht durch
Rotation des Würfels aus einer bereits berücksichtigten Färbung entsteht?

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass es keine einfache Gruppe der Ordnung 300 = 22 · 3 · 52 gibt.
(Hinweis: Nehmen Sie an, dass es eine solche Gruppe gibt und betrachten Sie die Operation
dieser Gruppe auf die 5-Sylowgruppen.)

Aufgabe 3. Sei R = Z[x] und die Ideale

I = {f ∈ R
∣∣ f(1) ≡ 0 mod 3}, J = (3)

K = (x− 1), L = {3p+ (x− 1)q
∣∣ p, q ∈ R}

M = (10, x).

(a) Zeigen Sie, dass I und L tatsächlich Ideale sind.
(b) Zeigen Sie J 6⊂ K, K 6⊂ J , J,K ⊂ L ⊂ I.
(c) Geben Sie ein Element in (J ∩K) \ 0 an.
(d) Bestimmen Sie ein Erzeugendensystem von L ·M .
(e) Zeigen Sie, dass K ein Primideal ist, indem Sie einen surjektiven Ringhomomorphis-

mus φ : R→ Z mit kerφ = K konstruieren.
(f) Zeigen Sie, dass J ein Primideal ist, indem Sie einen surjektiven Ringhomomorphis-

mus ψ : R→ Z/3Z[x] mit kerψ = J konstruieren.
(g) Zeigen Sie, dass I ein maximales Ideal ist, indem Sie einen surjektiven Ringhomo-

morphismus ρ : R→ Z/3Z mit ker ρ = I konstruieren.
(h) Zeigen Sie I = L.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von α = 3
√

5 ·
√

7 über Q. Welche Zwi-
schenkörper gibt es in der Erweiterung Q(α) ⊃ Q.


