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Übungen zur Algebra

Wintersemester 2017/18
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Aufgabe 1. Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie, dass

I := {r ∈ R | rn = 0 für ein n ∈ N} ⊂ R

ein Ideal von R ist. Bestimmen Sie dieses Ideal für Z/12Z.

Aufgabe 2. Sei R ein kommutativer Ring. Für ein Ideal I ⊂ R definieren wir das Radika-
lideal von I als

rad(I) = {r ∈ R | rn ∈ I für ein n ∈ N}.
Zeigen Sie:

(a) rad(I) ⊂ R ist ein ideal das I enthält.
(b) Seien I, J ⊂ R Ideale und

IJ =
{ ∑

endlich

xiyi | xi ∈ I und yi ∈ J
}
.

Zeigen Sie, dass rad(IJ) = rad(I ∩ J) = rad(I) ∩ rad(J).
(c) Sei ϕ : R → S ein Ringhomomorphismus und L ⊂ S ein Ideal. Zeigen Sie, dass

ϕ−1(rad(L)) = rad(ϕ−1(L)).

Aufgabe 3. Sei ϕ : R → S ein surjektiver Ringhomomorphismus. Zeigen Sie, dass S
noethersch ist, falls R noethersch ist.

Aufgabe 4. Sei A ⊂ Rn eine nicht-leere Teilmenge des Rn. Wir definieren

I(A) :=
{
f ∈ R[x1, . . . , xn]

∣∣ f(a) = 0 ∀a ∈ A
}
.

(a) Zeigen Sie, dass I(A) ein Ideal ist.
(b) Polynome f ∈ R[x1, . . . , xn] definieren stetige Funktionen auf Rn und die Ein-

schränkung dieser Funktionen auf A liefert eine Abbildung

ϕ : R[x1, . . . , xn]→ C(A) :=
{
f : A→ R stetig

}
f 7→ f |A

Zeigen Sie, dass R[x1, . . . , xn]/I(A) ∼= Bild(ϕ).


