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Kapitel 1

Mengen und Funktionen

1.1 Mengen

Die Mengenlehre ist die Sprache der Mathematik und geht als “naive”
(im Gegensatz zur strengen Axiomatik) Mengenlehre auf Georg Cantor
(1845-1918) zuriick.

Intuitive Beispiele fiir Mengen.

i) Zahlen: N (natiirliche), Z (ganze), Q (rationale), R (reelle), C
(komplexe).

i1) Endliche Mengen als Aufzidhlung, z.B. {1, 2,3}, wobei die Reihen-
folge keine Rolle spielt: {1,2,3} = {3, 1, 2}.

i11) Angedeutete Aufzéhlungen von Mengen wie etwa {1,2,3,...,50}
oder {1,2,3,...,} =N.

iv) Charakterisierung einer Menge iiber eine gemeinsame Eigenschalft,
z.B. {n € N: n ist Primzahl}.

v) Die leere Menge (), die kein Element enthlt.

Definition 1.1. Eine Menge A ist eine Zusammenfasung von wohl be-
stimmten und wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens, den Elementen der Menge, zu einem Ganzen.

Kann man Mengen vergleichen bzw. mit Mengen operieren
(Mengenalgebra)?
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Zur Veranschaulichung bedient man sich meist sogenannter Venn-
Diagramme (Abbildung 1.1).

Acs | (a) B 4[> Ag B

ANB A-B

Abbildung 1.1: Venn-Diagramme.

Interpretation von Abbildung 1.1. Es seien A und B zwei Mengen.

Zum Vergleich der Mengen dienen die Eigenschaften:

i) Aist gleich B, d.h,
A = B :& A und B haben dieselben Elemente.

i1) A ist Teilmenge von B, d.h.
A C B :& Jedes Element von A gehort zu B.

Es ist A = B < (genau dann, wenn) A C B und B C A. In der
Tat werden nicht-offensichtliche Gleichheiten meist mithilfe beider

Teilmengenbeziehungen iiberpriift.

Beispiel. Es sei A die Menge aller ungeraden Zahlen und B die Menge
aller Primzahlen > 3.

Ist z € B, ist also  Primzahl > 3, so muss = ungerade sein (sonst wére
x durch 2 teilbar) und folglich ist x € A. Dies gilt fiir jedes beliebige
xr € B, also B C A.

Umgekehrt gibt es aber ein x € A, welches keine Primzahl ist
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(z.B. = 15), und deshalb gilt A ¢ B.
Ubung. Warum gilt fiir jede Menge M: M € M und () C M?

Die in Abbildung 1.1 skizzierten Mengenoperationen sind

i) die Vereinigung
AUB:={x: x€ A V z € B},

i1) der Durchschnitt
ANB:={x: x€ A N z€ B},

i71) und die Differenz (das Komplement von B in A)

A-B=A\B:={z: z€ A N z¢ B}.

Beispiele werden in den Ubungen diskutiert.
Sprechweise. Zwei Mengen A und B mit AN B = () heiflen disjunkt.

Wie kann der dreidimensionale Euklidische Raum geeignet als
Menge geschrieben werden?

T3

(a1, 75", 25)

P

e

I

Abbildung 1.2: Der dreidimensionale Euklidische Raum R3.

Dazu sollte jedem Punkt ein geordnetes Tupel mit drei Eintragungen
(den Koordinaten) zugeordnet werden (vgl. Abbildung 1.2). Geordnet
bedeutet, dass die Reihenfolge wesentlich ist.
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Ein solches Tupel wird iiber das kartesische Produkt von Mengen defi-
niert: Es seien A und B zwei Mengen. Dann ist

AxB:={(a,b): a€ A N be B}

die Menge der geordneten Paare (Zur Veranschaulichung siehe Abbil-
dung 1.3).

Ax B

A

Abbildung 1.3: Veranschaulichung des kartesischen Produktes.

Somit ist R? = R x R x R bzw. fiir n € N

R":=RxRx---xR.

o
n-mal

1.2 Funktionen

Die Beschreibung von Vorgédngen in der Natur erfolgt mittels Funk-
tionen (auch Abbildungen genannt). Betrachtet sei beispielsweise die
Temperaturverteilung in einem Raum, d.h. jedem Punkt des Raumes
wird eine Temperatur zugeordnet.

Beobachtung. Einem Raumpunkt kénnen nicht zwei Temperaturen
zugeordnet werden, verschiedenen Raumpunkten kann aber derselbe
Temperaturwert zugeordnet werden.
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Definition 1.2. Fine Abbildung oder Funktion f wvon einer Menge A
in eine Menge B ordnet jedem FElement x aus A genau ein Element y
aus B zu. Notation:

fr A=B, y=f(zx),
oder auch
f: Asxw— f(z)€ B .

A heifst der Definitionsbereich oder die Urbildmenge von f, B der Bild-
bereich und y = f(x) der Bildpunkt des Urbildes x unter f.

Abbildung 1.4: Eine Abbildung zwischen zwei Mengen.

Bemerkungen.

e r € A wie oben bezeichnet man auch als Argument oder un-
abhéngige Variable von f, die Menge der geordneten Paare

{(z, f(z)): =€ A}
heifit der Graph von f (vgl. Abbildung 1.5).

e Statt x kann ein beliebiges anderes Symbol fiir die unabhéngige
Variable stehen, gleiches gilt fiir y und f.

Einfache Beispiele. Die einfachsten Beispiele sind (vgl. Abbildung
1.6)

i) die Identitat f: A — A, f(z) =a V x € A;

i1) die konstante Abbildung f: A — B, f(x) = bV x € A mit fixiertem
be B.
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f(z1,z2)

T

Z

Abbildung 1.5: Der Graph einer Funktion.

flz)== flz)="b

Abbildung 1.6: Identitéit und konstante Abbildung.

Erste charakteristische Eigenschaften einer Abbildung.

Beispiele.

e An obigem Beispiel der Temperaturverteilung erkennt man: Zwei
Punkten kann der gleiche Temperaturwert zugeordnet werden.
In einem gegebenen Raum wird aber sicher nicht die komplet-
te Temperaturskala beobachtet (z.B. kommen in einem beheizten
Raum keine Temperaturen unter 18° C vor).

e Gegeben sei ein Skatblatt mit 32 Karten. 3 Karten werden nach-
einander gezogen und jeweils herausgelegt. Diese Ziehung kann
als Funktion beschrieben werden, indem der Menge {1,2,3} (er-
stes, zweites, drittes Ziehen) die jeweils gezogene Karte zugeordnet
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wird.

Da keine Karte zweimal gezogen werden kann, wird jeder Zahl aus
der Menge {1,2,3} ein anderes Bild zugeordnet.

Klarerweise werden nicht alle Karten gezogen (nur 3 von 32).

e Betrachtet sei die Funktion f: N — {0, 1} mit

_ | 0, falls n ungerade ;
fn) = { 1, falls n gerade .

Hier wird z.B. der 1 und der 3 das gleiche Bild (die 0) zugeordnet.
Alle moglichen Bildwerte (0 und 1) werden angenomen.

e Kann etwa ein symmetrisches zweidimensionales Problem leich-
ter in Polarkoordinaten (r, @) (Radius, Winkel) als in kartesischen
Koordinaten (z,y) gelost werden, so muss die Umformung des Pro-
blems auf Polarkoordinaten eindeutig sein, und die Losung muss
wiederum eindeutig in den eigentlich gesuchten kartesischen Koor-
dinaten auszudriicken sein, d.h. benétigt wird eine 1-1 Abbildung

fr (@, y) = (r0).

Definition 1.3. Es seien A, B zwei Mengen und f eine Abbildung von
A nach B. Dann heifst f

i) ingektiv, falls aus x1, xo € A mit x1 # xo f(x1) # f(x2) folgt;

i1) surjektiv, falls jeder Punkt von B ein Bildpunkt ist, d.h. falls
bild f = B;

iii) bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. In diesem
Fall existiert eine Umkehrabbildung f~': B — A, die tiber die Vor-
schrift

i y)=a fir y= f(z)

definiert ist. Insbesondere gilt also
fFAf@) =2V oeA und f(f'(y)=yVYyeB.

Ubungen.

i) Man mache sich die Begriffe anhand obiger Beispiele klar.



14 Mengen und Funktionen

e N1 :f(z‘l)

y2 = f(w2)

Abbildung 1.7: Zur Umkehrabbildung.

i1) Definitions- und Bildbereich sind wesentliche Voraussetzungen in
Definition 1.3. Es sei z.B. f: R D A —+ B C R, 2 + 2°. Finden Sie
jeweils A, B, sodass

e f surjektiv aber nicht injektiv ist;
o f bijektiv ist;
e f weder injektiv noch surjektiv ist.

Beschreibung von aufeinanderfolgenden Vorgingen.

Definition 1.4. Sind drei Mengen A, B, C' und zweir Funktionen f:
A — B und g: B — C gegeben, so heifst die Abbildung

gof: A—=C, (gof)(z):=g(f(v))

die Hintereinanderschaltung oder Verkettung von f und g.

gof

Abbildung 1.8: Zur Verkettung von Abbildungen.



Kapitel 2

Natiirliche, ganze und rationale
Zahlen

2.1 Natiirliche Zahlen

Jeder hat eine intuitive Vorstellung von der Menge der natiirlichen Zah-
len

N:={1,2,3,...}.
Sie sind im Wesentlichen charakterisiert durch die Existenz einer Nach-
folgeabbildung (vgl. Abbildung 2.1), d.h.:

i) 1 ist eine natiirliche Zahl;

i1) zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine nachfolgende natiirliche
Zahl.

Bemerkung. Null ist im Sinne dieser Charakterisierung keine natiirli-
che Zahl, auch wenn dies in der Literatur nicht einheitlich vereinbart
ist. Die Menge der natiirlichen Zahlen vereinigt mit der Null wird hier
mit Ny bezeichnet.

Abbildung 2.1: Zur Nachfolgeabbildung.

Konsequenz. Die Existenz einer Nachfolgeabbildung fiihrt unmittel-
bar auf das Beweisprinzip der der vollstdndigen Induktion. Es erinnert

15
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an eine Reihe von Dominosteinen, die so aufgestellt sind, dass wenn
irgendein Stein fallt (etwa der mit der Nummer n) auch der néchste
Stein fallt (der mit der Nummer n + 1). Mathematisch spricht man
vom Induktionsschluss. Wird also der erste Stein umgeworfen, d.h. gibt
es einen Induktionsanfang, so fallen alle Steine.

Beispiel. Die Behauptung

14+243+44-+n= k:@ (1)
k=1
soll bewiesen werden.
Exkurs Summenzeichen. Es seien ai, as, ..., a, Summanden mit
Werten in den natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen oder komplexen
Zahlen (Fir &k = 1, ... , n ist im Beispiel a; = k.). Dann wird die

Summe
ay+as+ag+---+ay
kiirzer geschrieben (und mehr passiert hier nicht) als

n
Z aj .
k=1
Man nennt k£ den Summationsindex und die Menge aller k, iiber die
summiert wird, die Indexmenge.

Der Summationsindex kann umbenannt oder durch einen anderen Aus-
druck ersetzt werden, wobei sich die Indexmenge evtl. verdndert. Die
Indexmenge muss nicht bei 1 anfangen, es ist jede ganze Zahl zuléssig:

n n

g ap = E a ,

k=1 =1

n n+2 n—4

E ap = E aj—1 = E Qjt4 ,

> bom = by+Dby+by (gerade)

Z bom+1 = b1+ b3+ bs (ungerade) .
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Im Falle konstanter Summanden (a1 = as = -+ = a, = a) gilt offen-
sichtlich

n

Zak:g+a—|—---+a:na.

7

k=1 n—mal
Ebenso offensichtlich sind die Rechenregeln

m

Zak+Zbk:Z(ak+bk), cZak Z (cay)
k=n _

k=n k=n k=n k=n

Ubung. Man schreibe das Produkt zwei Summen als Doppelsumme.

Zuriick zur Behauptung (1) aus obigem Beispiel: Zunéichst ist der erste
Stein umzuwerfen, d.h. die Behauptung ist fiir n = 1 zu verifizieren.

Induktionsanfang (n = 1): In diesen Fall lautet die Behauptung

i’“ 1+1)

k=1

und ist offensichtlich richtig. Damit ist der Induktionsanfang gemacht.

Anschlielend ist zu zeigen, dass alle Steine im richtigen Abstand
voneinander aufgestellt sind. Nimmt man also an, dass der Stein mit
der Nummer n féllt (“n beliebig aber fest”), so muss zwingend daraus

folgen, dass dann auch der ndchste Stein — der mit der Nummer n + 1
— fallt.

Induktionsschluss(*“n ~» n+ 17 ): Man nehme an, dass die Behaup-
tung fiir ein fixiertes n giiltig ist:

- 1
Z k= % fiir dieses fixierte n . (2)

Mit dieser Annahme ist die Behauptung fiir n + 1 zu zeigen, d.h. zu
zeigen ist unter der Annahme (2)

Zk:(n—f—l)((?”;—l-l)—l—l):(n+1)2(n+2)' 3)
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In der Tat gilt

n+1 n
d ko= k +(n+1)
k=1 k=1
——
=n(n+1)/2 nach der Annahme (2)
n(n+1 n n—+1)(n+2
2 2 2
Das ist genau Gleichung (3), die zu zeigen war. O

Bemerkung. Wichtig ist, dass der Induktionsschluss fiir jedes fixierte
n richtig sein muss, alle Steine miissen den richtigen Abstand vonein-
ander haben, damit die Kette nicht abreifit.

Beispiel. Nun soll die Behauptung

n

1 1
II—-= (4)
1+1 n+1

1=1

gezeigt werden. Das kann entweder direkt durch Kiirzen geschehen oder
mit analogen Argumenten wie oben mittels vollstdndiger Induktion
gezeigt werden.

Exkurs Produktzeichen. Es seien a4, as, ..., a, Faktoren analog zu
den Summanden im obigen Exkurs zu Summenzeichen. Die abkiirzende
Schreibweise fiir das Produkt

ai-as - ...0ay

1st
n

T o

k=1

Der Produktindex und die Indexmenge werden genauso behandelt wie
der Summationsindex und die Indexmenge.

Zuriick zum Beispiel:
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Induktionsanfang (n = 1):

1 .
Hz 1—|—1

=1

ist wieder offensichtlich richtig und der Induktionsanfang ist gemacht.

Induktionsschluss(“n ~» n+1” ): Es sei n € N fixiert (beliebig aber
fest) und als Annahme gelte

n .
Hz n+1

=1

Dann ist

ﬁ i _lﬁ[z' n+l 1 n+l 1
clid+l 2lidtl 42 ndln+2 a2

Das ist genau die “Behauptung fiir n 4+ 17, der Induktionsschluss ist
ebenfalls richtig und (4) ist bewiesen. O

2.2 Ganze und rationale Zahlen

Was ist mit der Gleichung r + 4 = 3 in N?

Diese Gleichung ist in der Menge der natiirlichen Zahlen nicht 16sbar.
Man benétigt die Menge der ganzen Zahlen

Z:={..,-3,-2,-1,0,1,2,3...}.

Bemerkung. Die ganzen Zahlen versehen mit der Addition haben eine
besondere Struktur: (Z, +) ist eine kommutative Gruppe (siche Ubung).

Was ist mit der Gleichung 4xr = 3 in Z7

Diese Gleichung ist in der Menge der ganzen Zahlen nicht 16sbar. Man
benotigt die Menge der rationalen Zahlen (die Menge der Briiche)

Q::{gz pGZ,qEN}.
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Bemerkung. Die rationalen Zahlen versehen mit der Addition und
der Multiplikation haben eine besondere Struktur: (Q,+,-) ist ein
Korper (Ubung).

Zusammenhang mit Dezimalzahlen?

Es gilt z.B.
1 1 _ 1 _ 8
—=0.5 -=0333---=0.3 - =10.16 — = 1.142857 .
2 T3 "6 T

Analoges ist auch im Allgemeinen richtig: Jede rationale Zahl l&sst
sich als abbrechende oder periodische Dezimalzahl schreiben und
umgekehrt stellt jede abbrechende oder periodische Dezimalzahl eine
rationale Zahl dar.

Sind rationale Zahlen eindeutig als Dezimalzahl darstellbar?

Die Antwort ist nein, denn es gilt etwa

1 — 9 =
—=05=04 — = 0.45=0.449 .
5 0.5=0.49, 50

Verlangt man von der Dezimaldarstellung zusétzlich, dass sie nicht ab-
bricht, so erhdlt man die Charakterisierung

Q = {nicht-abbrechend periodische Dezimalzahlen} .



Kapitel 3

Reelle Zahlen und Funktionen

3.1 Reelle Zahlen

Was ist mit der Gleichung 22 = 2 in Q?

Diese Gleichung ist in der Menge der rationalen Zahlen nicht 16sbar.
Man benétigt die Menge der reellen Zahlen

R := {nicht-abbrechende Dezimalzahlen} .
Zu den rationalen Zahlen kommen nicht nur die Wurzeln wie
V2 =1.141421356--- € R — Q
hinzu, auch sogenannte transzendente Zahlen wie
T =3.141592653--- e R — Q

gehoren zu den reellen Zahlen. Sie sind keine Losungen algebraischer
Gleichungen.

Die Menge R — QQ heifit die Menge der irrationalen Zahlen.
Bemerkung. Mathematisch exakt werden die reellen Zahlen durch
ein System von Axiomen eingefithrt. Axiome sind nicht herzuleiten.

Es handelt sich um grundlegende Aussagen, die als wahr angenommen
werden. Alle weiteren Aussagen sind daraus abzuleiten.

21
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Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von reel-
len Zahlen.

Diese grundlegenden Operationen wurden fiir N, Z und Q als intui-
tiv bekannt vorausgesetzt und nicht diskutiert (beispielsweise kénnen
rationale Zahlen als Briiche addiert werden).

Im Reellen sind nach obiger aber Dezimalzahlen mit unendlich vielen
Stellen etwa zu addieren — wie ist das erklart?

Beim iiblichen Additionsschema kann kein Ubertrag erklért werden,
da man nicht ab einer konkreten Stelle anfangen kann zu addieren.

Ausweg. Durch Approximation mit rationalen Zahlen (s.u.) kénnen
die Rechenoperationen auf die in Q zuriickgefiihrt werden. Sie entspre-
chen dann nach wie vor der Vorstellung.

Vergleich von reellen Zahlen.

Wie in Q gibt es eine Anordnungsrelation “<” (man kann reelle Zah-
len der Groe nach ordnen) mit den Eigenschaften (vgl. Rechnen mit
Ungleichungen)

i) Transitivitdt, d.h.
aus r < y und y < z folgt © < z;

i1) Vertriglichkeit mit der Addition, d.h.
aus x < y folgt x + 2 < y + z fiir alle 2z € R;

i11) Vertréaglichkeit mit der Multiplikation, d.h.
ausx <yund z >0 folgt -2z <y - 2.

Diese Anordnungsrelation wird durch den Pfeil auf der Zahlengeraden
symbolisiert.

Die Verteilung der Zahlenmengen auf dem Zahlenstrahl.
Jeder reellen Zahl entspricht genau ein Punkt auf der Zahlengeraden.

Beispiel. Wie in Abbildung 3.1 angedeutet betrachte man die Menge
M={zeR: z<V2}.
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Die “Grenze” zwischen den Elementen aus M und den Zahlen, die
nicht in M liegen, ist v/2.

Das sogenannte Vollstédndigkeitsaxiom besagt grob gesprochen, dass
alle solchen “Grenzen” reelle Zahlen sein miissen, d.h. im Gegensatz
zu der Menge der rationalen Zahlen gibt es in der Menge der reellen
Zahlen keine Liicken auf dem Zahlenstrahl.

1\/§¢Q

0 1 2
1 1 1

~
7

{zeR: z<V2}

Abbildung 3.1: Zum Vollstéandigkeitsaxiom.

Als Konsequenz folgt das sogenannte Intervallschachtelungsprinzip, das
— ebenfalls grob gesprochen — besagt, dass im Durchschnitt immer klei-
ner werdender Intervalle wie in Abbildung 3.2 eine reelle Zahl liegen

muss. Auch dies ist in der Menge der rationalen Zahlen nicht richtig
(Beispiel?).

m
m
w
(R}

Abbildung 3.2: Zum Intervallschachtelungsprinzip.

Es gibt “viel mehr” irrationale als rationale Zahlen, andererseits
konnen irrationale Zahlen aber beliebig gut mit rationalen Zahlen
approximiert werden. Man sagt, Q liegt dicht in R.

Anschaulich wird das, indem man eine relle Zahl durch eine Dezimalzahl
mit nur endlich vielen Stellen approximiert, was in Rechnern tatsachlich
der Fall sein muss. Je mehr Stellen zur Verfiigung stehen, desto besser
néhert man sich der gegebenen Zahl.
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3.2 Rechnen mit Ungleichungen und Betrigen

Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten die folgenden elementaren
Regeln, die man sich leicht mithilfe von einfachen Beispielen klar ma-
chen kann.

B)r<y=—x>-y;

.. 1 1 1 _1
Wr<y=z =->-=y
r oy
i) (< YN=z<0)=z-2>y"z2;
i) 2 > 0;
v) <y ANuw<v)=rc+u<y+v
vi) 0<z<y)AN0<u<v)=z-uy-v

Wie werden Lingen und Abstinde gemessen?
Das geeignete Werkzeug hierzu ist die Betragsfunktion, die in Abbil-
dung 3.3 skizziert ist: Fiir x € R ist der Betrag von x definiert durch

2] = x fir x>0;
| —x fiir 2<0.

Es ist beispielsweise | — 2| = —(—2) = 2. Der Betrag |z — y| misst den

Abstand zwischen zwei Punkten z, y auf der Zahlengeraden.

Elementare Regeln fiir das Rechnen mit Betrédgen sind:
i) |z > 0;

lz] =0 < z=0;

)

[z -yl = [z[ly]

i) |+ y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung);

i)
)
)
)

v Hx| |y|‘ < |z — y| (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Ubung. Woher kommt der Name “Dreiecksungleichung”?
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||

z

2=z —y| 2 = Abstand zwischen z und y

It | | |
T

R
r—y=-2 0 r=1 y=3

Abbildung 3.3: Zur Abstandsfunktion.

3.3 Eigenschaften reeller Funktionen

Neben den in Kapitel 1 erwdhnten charakteristischen Eigenschaften
von Funktionen gibt es im Fall reeller Funktionen weitere besondere
Merkmale, die hier kurz aufgelistet werden sollen.

Es sei dazu f: R D A — B C R, wobei man sich unter A und B reelle
Intervalle vorstellen kann (nicht muss).

i) (a) Die Funktion f heifit monoton wachsend, falls fiir alle z, y € A
mit r < y gilt
flx) < fy).
Gilt in der Ungleichung sogar das strikte “<”, so heif3t f streng
monoton wachsend.
(b) Die Funktion f heifit monoton fallend, falls fiir alle x, y € A
mit z < y gilt
fl@) = fy) -
Gilt in der Ungleichung sogar das strikte “>", so heif3t f streng
monoton fallend.

i1) (a) Die Funktion f heifit gerade, falls mit x € A auch —x € A
und falls fiir alle z € A gilt
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(b)
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Die Funktion f heifit ungerade, falls mit x € A auch —x € A
und falls fiir alle z € A gilt

fl=z) = =f(z) .

i71) Die Funktion f heifft periodisch mit der Periode 7" > 0 , T € R
fixiert, falls mit x € A auch x4+ T € A und falls fiir alle x € A gilt

iv) (a)

fa+T) = f(x).

Die Funktion f heifit nach oben beschrinkt, falls eine Kon-
stante k£ € R existiert mit

f(x) <k firalle ze€A.

Dann heifit £ eine obere Schranke.

Die kleinste obere Schranke von f heifit das Supremum von f.
Notation: sup,.4 f(x).

Existiert ein xyp € A mit

f(@o) = sup f(x)

T€EA

so heifit xy ein Maximierer (oder eine Maximalstelle) und f(x)
das Maximum von f. Notation: max,ec4 f(z).

Die Funktion f heifit nach unten beschriankt, falls eine Kon-

stante k € R existiert mit
f(x) >k firalle ze€A.

Dann heifit £ eine untere Schranke.

Die grofite untere Schranke von f heifit das Infimum von f.
Notation: inf,c4 f(x).

Existiert ein xy € A mit
f(xo) = inf f(x),
r€eA

so heifit xy ein Minimierer (oder eine Minimalstelle) und f(x)
das Minimum von f. Notation: minge 4 f(z).

Die Funktion f heifit beschrinkt, falls f nach oben und nach
unten beschréinkt ist.
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Abbildung 3.4: Die linke Funktion ist weder nach oben noch nach unten beschrénkt,
die rechte Funktion ist sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt.

Ubung.

i) Gesucht sind Beispiele von Funktionen, die eine oder mehrere der

obigen Eigenschaften haben. Zur Illustration sind dabei Skizzen
sehr hilfreich.

i1) Betrachtet sei insbesondere die Funktion auf der rechten Seite von
Abbildung 3.4, die auf einem abgeschlossenen Intervall definiert
ist und sowohl ihr Supremum als auch ihr Infimum annimmt. Wie
andert sich die Situation, wenn das abgeschlossene Intervall durch
ein offenes oder ein halboffenes ersetzt wird? Muss eine Funktion
ihr Supremum bzw. Infimum annehmen?

Umkehrfunktion: Explizite Berechnung und geometrische
Interpretation.

Im Falle reeller Funktionen kann man die Umkehrfunktion zumindest
prinzipiell berechnen. Betrachtet sei eine bijektive Funktion f: R D
A — B C R und ihre Umkehrfunktion f~': B — A (vgl. Kapitel 1).
Die Gleichung

y = f(z)
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versucht man dann nach x aufzulosen, d.h. auf die Form

r== )

zu bringen. Die formale Vertauschung von x und y liefert schliellich
die gesuchte Abbildungsvorschrift in der {iblichen Notation.

Einfaches Beispiel. Es sei

y=2x+4.
Dann ist
Yy
r==—2
2

und die Abbildungsvorschrift der Umkehrabbildung lautet in der {ibli-

chen Notation .

y:f_l(l’)zg—?-
Probe: In der Tat ist im Beispiel
20 +4
FUfa) = f e+ 4) = =5 ——2=a

und analog f(f (z)) = .

Wie in diesem Beispiel (man skizziere y = 2o+ 4 und y = (x/2) — 2 in
einem Schaubild) gilt auch allgemein:

Der Graph von y = f~!(z) entsteht durch Spiegelung von y = f(x) an
der Winkelhalbierenden (des Graphen der Funktion y = ) (vgl. Abbil-
dung 3.5).

3.4 Spezielle reelle Funktionen

Nach der konstanten Abbildung und der Identitdt (vgl. Abbildung
1.6) sowie den sogenannten affin linearen Abbildungen — der Graph
einer affin linearen Abbildung ist eine Gerade - f(x) = ax + b, a,
b € R fixiert, werden nun weitere “elementare” reelle Funktionen kurz
vorgestellt. Man beachte: Die Einschriankung “reelle Funktionen” ist
wichtig, da beispielsweise Vektoren nicht potenziert werden kénnen.
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Abbildung 3.5: Zur geometrischen Interpretation der Umkehrfunktion.

Ubung. Man diskutiere die charakteristischen Eigenschaften reeller
Funktionen fiir die folgenden Beispiele.

3.4.1 Potenzfunktionen und enge Verwandte

i) Potenzfunktionen mit positiven ganzzahligen Exponenten.

(a) f: R — RY, f(z) = 2* (vgl. griin dargestellte Funktion in Ab-
bildung 3.6). Die Funktion wéchst quadratisch und der Graph
ist eine Parabel. Es existiert genau eine Nullstelle, d.h. es exi-
stiert genau ein xy mit f(x¢) = 0, ndmlich der Punkt zy = 0.

(b) Von kubischem Wachstum ist die Funktion f: R — R, f(z) =
23, mit ebenfalls genau der einen Nullstelle o = 0 (vgl. rot

dargestellte Funktion in Abbildung 3.6).

(c) Die Funktion f(x) = 2", n € N fixiert, ist fiir gerades n eng
verwandt mit Fall (a), fiir ungerades n mit Fall (b).
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05 1
¥

Abbildung 3.6: Die Funktionen f(x) = 27 und f(z) = 2.

i1) Polynome.

Eine Funktion p: R — R der Form

p(r) = ap,a" + ap 12" 4+ +ag

neN,

fir fixierte a; € R, 2 =1, ..., n, heifit Polynom oder ganzrationale
Funktion. Das Polynom ist vom Grad n, falls a,, # 0.

Abbildung 3.7: Ein Polynom zweiten Grades und ein Polynom dritten Grades.

Potenzfunktionen mit positiven ganzzahligen Exponenten sind als

Spezialfall inbegriffen.



Reelle Zahlen und Funktionen 31

Ein Polynom vom Grad n hat zwischen 0 und maximal n Nullstel-
len in R.

ii1) Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten.

S I S S N B B I [ B B B B B B B B S |

Abbildung 3.8: Die Funktion f(z) = 1/x.

Eine Potenzfunktion mit negativem ganzzahligen Exponenten f:
R — {0} — R kann als

geschrieben werden.

Von besonderer Relevanz sind nun die Nullstellen des Nenners, in
denen die Funktion nicht definiert ist und in deren Néhe der Betrag
der Funktion beliebig grofl wird (siehe Abbildung 3.8).

Diese Punkte heiflen Polstellen der Funktion f.

iv) Gebrochen-rationale Funktionen.

Eine gebrochen-rationale Funktion ist von der Form

p(x)
f) =24
(@) q(z)
wobei p(z) und ¢(x) Polynome sind.
Als Definitionsbereich sind die reellen Zahlen ohne die Nullstellen

von ¢ zu wahlen.

J
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Abbildung 3.9: Eine gebrochen-rationale Funktion.

Nach einer Polynomdivision (vgl. Ubungen) bleibt als interessan-
tester Fall
grad p < grad q .

Wieder ist den Polstellen besondere Aufmerksamkeit zu widmen.

v) Wurzelfunktionen.

087
069
04 /

02y/

Abbildung 3.10: Die Quadratwurzel.
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(a) Die Quadratwurzel.
Als Funktion von Rj nach R] ist die Funktion f(x) = z?
bijektiv (vgl. Kapitel 1). Dementsprechend existiert eine Um-
kehrfunktion f~!: Rf — R,
FHz) = VI = a7 .
Die Rechtfertigung fiir die Schreibweise z'/? wird in Kiirze
deutlich.

(b) Die Funktion f(x) = 22 ist als Funktion von R nach R bijektiv.
Die Umkehrfunktion (dritte Wurzel) wird mit

[N @) = Ve = s

bezeichnet.

051/

|||||||||||||||||||||

Abbildung 3.11: Die Funktion f(x) = /x.

(c) Ist n € N fixiert, so wird fiir gerades n die Funktion {/z =: /"

(n'® Wurzel) analog zu Fall (a) definiert, fiir ungerades n dient
Fall (b) als Vorlage.

3.4.2 Exponentialfunktion und Logarithmus

i) Die Exponentialfunktion.

Ist beispielsweise die Zahl 2" kanonisch definiert,

M =92.2....2

n mal
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so ist dennoch vollig unklar, welcher Wert etwa dem Ausdruck 2V7
zugeordnet werden soll.

Einen Hinweis erhélt man aus der folgenden Beobachtung: Sind n,
m € N gegeben, so gilt

M = 9" 9™
Das Verhalten der Exponentialfunktion e”: R — R* (vgl. Ab-
bildung 3.12, die Eulersche Zahl e = 2.718... wird spéater exakt

eingefiihrt) leitet sich im Wesentlichen aus einer analogen soge-
nannten Funktionalgleichung ab: Fiir alle x, y € R gilt

etV =¢" el
Zudem gilt €” = 1 und wie die Notation suggeriert

et =¢-e----¢, falls r €N,

T mal

I
[=x)

Abbildung 3.12: Die Exponentialfunktion.

Exakt wird die Exponentialfunktion spéter als Potenzreihe defi-
niert.

i1) Die allgemeine Exponentialfunktion.

Fiir fixiertes a € R, a > 0, bezeichnet die Funktion a* die allge-
meine Exponentialfunktion. Fiir ¢ = 1 ist die Funktion konstant
1, fiir a # 1 ist eine Fallunterscheidung notwendig.
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(a) Der Fall a > 1.

In diesem Fall verhélt sich die Funktion qualitativ wie die Ex-
ponentialfunktion, wobei nun

a"=ga-a----q, falls v €N.

x mal

(b) Der Fall a < 1.
Formal ist die Definition die gleiche wie im Fall (a). Man iiber-
lege sich aber, warum das qualitative Verhalten jetzt in Ab-
bildung 3.13 wiedergegeben wird.

=1}

Abbildung 3.13: Beispiel einer allgemeinen Exponentialfunktion fiir 0 < a < 1.

i11) Der natiirliche Logarithmus.

Die Umkehrfunktion der bijektiven Exponentialfunktion e*: R —
R* heiit natiirlicher Logarithmus (vgl. Abbildung 3.14 und Ab-
bildung 3.5):

In: R" - R.

Die Rechenregeln fiir den Logarithmus werden in den Ubungen
besprochen.
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Abbildung 3.14: Der natiirliche Logarithmus.

Abbildung 3.15: Beispiel eines Logarithmuses zur Basis 0 < a < 1.

iv) Der Logarithmus zur Basis a.

Die Umkehrfunktion der bijektiven allgemeinen Exponentialfunk-
tion a”: R — R* heifit Logarithmus zur Basis a (0 < a, a # 1,
a € R fixiert - warum a # 17)

log,: R" = R.

Wieder ist im Fall 0 < a < 1 das qualitative Verhalten anders als
im Fall @ > 1 (vgl. Abbildung 3.15).

Die Umrechnung zwischen Logarithmen mit unterschiedlichen Ba-
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sena > 0,b>0,a,b+# 1 geniigt der Regel

Abbildung 3.16: Zur Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis.

3.4.3 Trigonometrische Funktionen

i) Der Sinus und der Cosinus.

Elementargeometrisch werden Sinus und Cosinus iiber den so ge-
nannten Einheitskreis definiert (vgl. Abbildung 3.16).

Ein Einheitsvektor (Linge 1) ¢ in der Ebene (im R?), der mit der
x1-Achse den orientierten Winkel = einschlieft, wird wie in der
Abbildung angedeutet in die Summe von zwei achsenparallelen
orthogonalen Vektoren ¢; und ¢, zerlegt (vgl. die Einfiihrung in
die Vektorrechnung).
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Abbildung 3.17: Der Sinus.
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Abbildung 3.18: Der Cosinus.

Werden die Langen von c;, ¢, mit c1, co bezeichnet, so definiert
man
sin(a) := ¢y (“Gegenkathete durch Hypothenuse” )
und

cos(a) 1= ¢

(“Ankathete durch Hypothenuse”) .

Dabei wird der Winkel z in der Regel im Bogenmafl gemessen.
Das ist die Lénge des in Abbildung 3.16 dunkelblau markierten
Kreisbogens.
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Die Umrechnung vom Bogenmafl x in die zugehorige Gradzahl «

erfolgt mittels
x o

o1 360°

Die Definition impliziert unmittelbar (jeweils fiir alle z € R)
sin(—z) = —sin(x) und  cos(—z) = cos(x)
sowie die 2m-Periodizitat
sin(z + 2m) = sin(x) ,  cos(z + 2m) = cos(x) .
Die Eigenschaft
sin?(z) + cos*(z) =1 fiir alle € R

folgt ebenfalls unmittelbar aus der Definition.

Fiir konkrete Rechnungen sind die folgenden Rechenregeln, die so
genannten Additionstheoreme, oft sehr hilfreich:

sin(x +y) = sin(x) cos(y) =+ cos(z) sin(y) ,
cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y) ,
2sin(z) cos(z) = sin(2x) .

cos(x + y)

Z.B. folgt direkt (wie?)

sin (az + g) = cos(z) .

i1) Der Tangens.

Der Tangens ist als Quotient

tan(zx) = sin(z)

cos(z)

auBerhalb der Nullstellen des Cosinus definiert, d.h. als Abbildung
tan : R—{g+k7r: keZ}—ﬂR.

Es handelt sich um eine ungerade Funktion der Periode m, wie
obige Additionstheoreme belegen.
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i)

iv)
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Abbildung 3.19: Der Tangens.

Der Arcussinus und der Arcuscosinus.

Die Einschrankungen des Sinus als Funktion
T

272

und des Cosinus als Funktion

sin - [ } — [~1,1]
cos: [0,7] — [—1,1]
sind bijektive Funktionen.

Diese  Einschrankungen heiflen  Hauptzweig des
bzw. Hauptzweig des Cosinus.

Die Umkehrfunktionen
. T
arcsin : [—1,1] — [— —, —]
2 2
und
arccos : [—1,1] — [0, 7]

heiflen Arcussinus bzw. Arcuscosinus.

Der Arcustangens

Sinus

Analog ist der Arcustangens als Umkehrfunktion des Hauptzweiges

des Tangens (tan: | — 7/2, 7/2[— R) definiert:

arctan : R—>} —E,E[.
2" 2
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Abbildung 3.20: Der Arcussinus.

||||||||||||||||||||||

Abbildung 3.21: Der Arcuscosinus.

3.4.4 Hyperbolische Funktionen

Die in den Abbildungen 3.23, 3.24 und 3.25 dargestellten hyperboli-
schen Funktionen

sinh(z) := % :
cosh(z) = % :
tanh(z) = ‘ ;e

et +e?

werden in den Ubungen diskutiert.
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Abbildung 3.22: Der Arcustangens.
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Abbildung 3.23: Der Sinus hyperbolicus.
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Abbildung 3.24: Der Cosinus hyperbolicus.
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Abbildung 3.25: Der Tangens hyperbolicus.
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Kapitel 4

Komplexe Zahlen

Was ist mit der Gleichung z?> = —1 in R?

Diese Gleichung ist in der Menge der reellen Zahlen nicht 16sbar. Man
benotigt die Menge der komplexen Zahlen.

Dabei ist zu beachten, dass der eindimensionale Zahlenstrahl keine
“Liicken” mehr aufweist und ein neues Konzept zu suchen ist.

Eroffnet der Ubergang zu einer Zahlenebene neue Moglich-
keiten?

Es ist insbesondere die Multiplikation neu zu interpretieren, wobei alle
bisherigen Rechenregeln ihre Giiltigkeit behalten miissen.

Formale Interpretation.

Eine Paar (z,y) € R? schreibe man als
r+wy, x,yeR,

wobei ¢ Losung der Gleichung
2= —1

Y

sei. Die geometrische Deutung in der so genannten Gauflschen Zahle-
nebene folgt in Kiirze (vgl. Abbildung 4.1).

45
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Dabei heifit © der Realteil und y der Imaginérteil der komplexen Zahl
z=x+1y:
r=:Rez, y=Imz.

Der Realteil und der Imaginérteil einer komplexen Zahl sind wie bei
einem geordneten Paar unabhéngig voneinander zu betrachten, d.h.

r+iwy=u+iw <& xr=uund y=v.
Als Rechenregeln ergeben sich aus der formalen Definition:
(x+iy)+ (u+iv) = (x+u)+i(y+v),
(x+iy) - (u+iv) = (zu—yv)+i(zxv + yu) .
Beispiel. Es ist etwa

1+i (1+9)@2+i) 1 o, 13
— — 22 — 243,
Pl o 1o W - G (R A4

In diesem Sinne ist die Menge der komplexen Zahlen definiert als

C:={x+iy: z, yeR}.
Bemerkungen.

i) Auch die komplexen Zahlen haben eine Korperstruktur. Insbe-
sondere existiert fiir z # 0 ein Inverses bzgl. der Multiplikation
(vgl. Ubungen). Dies hat weitreichende Konsequenzen und ist
Grundlage der sogenannten Funktionentheorie.

i) In C gibt es keine Anordnungsrelation, d.h. man kann nicht
sagen, ob eine komplexe Zahl kleiner als eine andere ist. Lediglich
Betrige von komplexen Zahlen kénnen verglichen werden.

Reelle Zahlen versus kompexe Zahlen.

Die reellen Zahlen sind eine Teilmenge der komplexen Zahlen,
R={ze€C: Imz=0}.

Alle Operationen mit reellen Zahlen {ibertragen sich mit dieser Inter-
pretation.
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Geometrische Veranschaulichung.

Wie bereits angedeutet konnen die komplexen Zahlen in der Gauflschen
Zahlenebene veranschaulicht werden (vgl. Abbildung 4.1), wobei die
Menge der reellen Zahlen der “horizontalen Achse” entspricht.

In dieser Veranschaulichung beachte man die Entsprechungen

1+ (1,0), i+ (0,1), =1+ (=1,0), —i <+ (0,-1).

1y

20 = Zo+ 1Yo

To

Abbildung 4.1: Die GauBlsche Zahlenebene.

Die Addition zweier komplexer Zahlen wird geometrisch in einem
Parallelogramm realisiert (siche Abbildung 4.2).

1y

Abbildung 4.2: Zur Addition komplexer Zahlen.
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Konjugation und Betrag.

Eine wichtige Operation ist die Konjugation komplexer Zahlen, die
geometrisch durch eine Spiegelung an der reellen Achse realisiert wird

(vgl. Abbildung 4.3).

1y

Abbildung 4.3: Zur Konjugation komplexer Zahlen.

Ist z =2+ 1y € C, so heifit
Zi=x—1

die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Der Betrag einer komplexen Zahl z = = + iy ist definiert als

|z| == Va2 + 2.

Die Rechenregeln

Z = 2z, zZ4tw=7zZ+w, Z-wWw=2Z-W,

Rez = %(er?), Imz = —Z(Z—E),

zeR & 2 = 7,
2| = V2z, dh 2z = 22 +¢* (insbesondere gilt 2Z €RY),
z| > 0, |z =0« 2z =0,

|z122] = |a1] |22 ,

N
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werden in den Ubungen diskutiert.

Polarkoordinaten.

1y

o = 170 SiH(gOo) ............................................. f 2o = Tg + 1Yo

©Yo

i
zo = 79 c08(po)

Abbildung 4.4: Komplexe Zahlen in Polarkoordinaten.

Genau wie bei der Definition der trigonometrischen Funktionen mit-
hilfe des Einheitskreises konnen komplexe Zahlen in Polarkoordinaten
dargestellt werden (vgl. Abbildung 4.4):

Schliefit eine komplexe Zahl z = x + iy in der Gauflschen Zahlenebene
den Winkel ¢ mit der reellen Achse ein, so heifit ¢ ein Argument von
z. Notation:

Y =arg z .
Bemerkung. Wegen der 27-Periodizitat des Sinus und des Cosinus ist

ein Argument nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt.
Beispielsweise ist fiir jedes k € Z

g+k27r:argi.

Bezeichnet r den Betrag von z,

so folgt

x=rcos(p), y=rsin(y), dh z=r(cos(p)+isin(y)).
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Anhand der Eulerschen Formel
' = cos(y) + isin(y) ,

die an dieser Stelle nur formal benutzt wird und die spéter néher
erlautert wird, erkennt man die Exponentialdarstellung einer komple-
xen Zahl z:

2z =re" |

Geometrische Deutung der Multiplikation.
Es seien
2= iy = et und  zp = X9 + iyy = 19e'¥? .

Dann ist
21+ 29 = Tree'PLeV? = pypgel(F1792)

Bei der Multiplikation werden Betrige multipliziert und Argumente
addiert, wie es in Abbildung 4.5 angedeutet ist.

1y

Abbildung 4.5: Zur Multiplikation in der Gauflschen Zahlenebene.
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Fundamentalsatz der Algebra.

Definition 4.1. Es sein € N und
Pu(2) = 42" + a1 2"+ arz +ag

ein Polynom n'*™ Grades (a, # 0) mit komplexen Koeffizienten a;, € C,

k=1, ..., n. Dann qibt es mindestens eine Nullstelle X € C von py,,
d.h. ein A € C mit p,(\) = 0.

Beispiel.
A—1=(z-1) -(z4+1)-(z—10) (2 +1) .

Korollar 4.1. Jedes Polynom n'** Grades wie oben lisst sich als Pro-
dukt von n Linearfaktoren schreiben. Es gibt also Nullstellen A1, Ao,
..oy A € C (nicht notwendig verschieden), sodass fiir alle z € C

(z)=(z—=A)(z=X)...(2 =),

wobei a, = 1 angenommen werden kann (sonst teile man das Polynom
zundchst durch ay, ).
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Kapitel 5

Folgen und Reihen

Beispiel. (vgl. “Achill und die Schildkréte”)
A bewege sich mit einer Geschwindigkeit von 2m/s.

In einer Entfernung von 10m vor sich sieht er B, der sich mit 1m/s
nach vorne bewegt.

Bezeichnet ¢, die Zeit des Uberholvorgangs und ist sy die bis dahin
von A zuriickgelegte Strecke, so gilt nach der Gesetzméfligkeit “Weg =
Geschwindigkeit - Zeit”

S0 sp— 10m
- 2m/s  1m/s

to

Dementsprechend hat A nach 20m den Vorsprung von B aufgeholt.

Aber. Wenn A die 10m zuriickgelegt hat, die B Vorsprung hatte, dann
ist B um 5m weitergekommen und hat wiederum Vorsprung.

Nachdem A den Vorsprung von 5m aufgeholt hat, ist B um 2.5m wei-
tergekommen und hat immer noch Vorsprung.

Nachdem A den Vorsprung von 2.5m aufgeholt hat, ...

Also kann A niemals B iiberholen?

Idee zur Auflésung. B hat zunédchst 10m Vorsprung, dann 5m, dann
2.5m, dann ..., insgesamt also

1 1 1
10m—|—5m—|—2.5m—|—1.25m+---10m(1+§+¥+§—|—...> )

93
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In den Ubungen wird mit vollstandiger Induktion gezeigt
SN 11 1
L= ) — 1D
° Z(z) T Tt
k=0
n+1
- (3)

1 —

D=

DO+

und als Grenzwert der Folge (Reihe) {s,} findet man 2 (vgl. die
nachfolgenden Ausfiithrungen).

Fiir das Beispiel bedeutet das
10m+5m—+2.5m+1.25m—+--- =20m .

Tatséchlich gibt es also keinen Widerspruch. Vielmehr wird der Uber-
holvorgang mithilfe der so genannten geometrischen Reihe berechnet.

5.1 Folgen

Was genau ist eine Folge?

Definition 5.1. Es sei A # () eine Menge. Eine Folge in A ist eine
Abbildung N — A, die jedem n € N ein Element a, € A, das n'® Glied
der Folge, zuordnet.

Notation: {a,} oder aufzihlend ai, as, as, ... oder a, = ... oder

{an}nen oder (ap)pen --- -
Ist A =R bzw. A = C, so spricht man von einer reellen bzw. komplexen

Zahlenfolge.

Bemerkung. Statt N kann eine andere abzidhlbar unendliche Index-
menge gewahlt werden.

Beispiele.
i) f: N—=R, f(n) =1/n. Dann ist {a,} = {1/n};
i) f: N—= R, f(n) =n. Dann ist {a,} = {n};
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N 1 2 3 4
S U S
A a as as Gy

Abbildung 5.1: Eine Folge ist eine Abbildung.

iii) f:N =R, f(n) =a, a € R fixiert. Dann ist {a, } = {a}, konstante
Folge.

w) f: N - R, f(n) = (=1)"*1. Hier handelt es sich um eine so
genannte alternierende Folge, d.h. das Vorzeichen wechselt: 1, —1,
1, =1, ... .

Folgen in anderen Mengen.

Von besonderer Bedeutung sind so genannte Funktionenfolgen, d.h. A
ist eine Menge von Funktionen.

Beispiel. Es sei
A ={p: pist ein reelles Polynom} .
Dann ist die Abbildung
f: N=>A,  f(n)=2a"

eine Funktionenfolge, {a,} = {z"}.
Rekursiv definierte Folgen.

Folgen konnen auch rekursiv definiert sein, d.h. ein Folgenglied
berechnet sich aus dem Vorgénger oder aus mehreren vorherigen
Folgengliedern.

Beispiel. (Fibonaccizahlen, eine Folgenglied ist die Summe der beiden
vorherigen))
Rekursionsanfang: ag := 0, a; := 1.
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Rekursionsvorschrift: a,, := a,—1 + a,—o fir n > 2.
Die Folge lautet: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...

(Ein Kaninchenpaar befinde sich in einem geschlossenen Gehege. Wie
viele Kaninchenpaare gibt es nach einem Jahr, wenn jedes Paar jeden
Monat zwei Junge zeugt, welche sich ihrerseits vom zweiten Monat an
vermehren?)

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden stets reelle Zahlenfolgen
betrachtet. Komplexe Zahlenfolgen werden vollig analog behandelt,
solange die Aussagen kein “<” enthalten, da die Menge der komplexen
Zahlen nicht angeordnet ist.

Anschauliche Vorstellung einer konvergenten Folge.

Zur Veranschaulichung betrachte man die Folge {1/n}, die nach der
intuitiven Vorstellung gegen 0 konvergiert. Das bedeutet, dass die Fol-
genglieder a,, der 0 beliebig nahe kommen.

Befindet man sich auf dem Zahlenstrahl also in irgendeinem festen Ab-
stand £ > 0 jenseits der 0, dann werden beim Durchlaufen der Folge die
Folgenglieder irgendwann (d.h. ab einem gewissen Index abhéngig von
e) ndher bei der 0 sein als man selbst, wie es in Abbildung 5.2 skizziert
ist.

3
D
0]
(6
®

= %

Abbildung 5.2: Bei diesem ¢ sind ab n = 6 alle Folgenglieder néher bei 0 als €.

Konvergenz reeller Zahlenfolgen.

Definition 5.2. Fine Folge {a,} heif$st konvergent, wenn es ein a € R
gibt mit der Eigenschaft:
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Zu jedem (noch so kleinen) e > 0 existiert eine (meist von € abhdngen-
de) Zahl N = N(g) € N mit

la, —a| <e  firalle n> N(e) .
Dann heifit a der Grenzwert oder Limes der Folge. Notation:

lim a, =a oder a,— a fir n— oo.
n—oo

FEine Folge, die nicht konvergiert, heifst divergent.

Bemerkung.. Aus der Definition der Konvergenz folgt mit einer
kurzen Rechnung unmittelbar, dass (falls existent) der Grenzwert
eindeutig bestimmt ist, d.h. eine Folge kann nicht zwei verschiedene
Grenzwerte haben.

Standardbeispiel einer konvergenten Folge.

Betrachtet sei die Folge {1/n} mit dem vermuteten Grenzwert a = 0.
Zu gegebenem e > 0 (man stelle sich € sehr klein vor) wihle man eine
natiirliche Zahl N(¢), die der Bedingung

N(e) > -
€ >
geniigt, d.h. N(g) ist hinreichend grof zu wihlen. Fiir alle n > N(¢)

folgt:
1 1 1
1/n—0=—-< —
[1/n = 0] n = N(e) =1

und nach Definition 5.2 konvergiert die Folge tatséchlich gegen 0.

Bemerkung. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heif3t Nullfolge.
Standardbeispiel einer divergenten Folge.
Betrachtet sei die Folge {n}, von der keine Konvergenz erwartet wird.

Divergenz heiffit (man ersetze unter Beibehaltung der Reihenfolge den
Quantor “¥” durch “3” und vice versa):
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Fiir alle a € R existiert ein ¢ = ¢(a) > 0, sodass fiir alle N € N ein
n=n(N) > N existiert mit

la, —al > ¢€.

Fiir die Folge {n} kann fiir beliebiges a € R z.B. ¢ = 1 gew#hlt werden.
Dann existiert fiir alle N € Neinn > N, z.B.

mit

n > max{N,a+ 1},

la, —al=|n—a|>1=c¢.

Tatséchlich divergiert die Folge.

Bemerkungen.

1)

i)

iit)

Die obigen Beispiele zeigen: Eine erste Idee, ob die Folge konver-
giert (und gegen welchen Grenzwert) oder ob sie divergiert, ist
sehr hilfreich fiir die konkrete Rechnung. Notwendig ist sie aber
nicht.

Die gleichen Argumente, mit denen die Divergenz von {n} gezeigt
wird, belegen:

Eine konvergente Folge muss beschriankt sein. (Was bedeutet Be-
schrianktheit fiir Folgen?)

Oder mit anderen Worten: Ist eine Folge unbeschrinkt, so muss
sie divergieren.

Vorsicht: Eine beschriankte Folge muss nicht konvergieren (Bei-
spiel?).

Rechenregeln fiir Folgen.

Der folgende Satz iiber Rechenregeln fiir Folgen ist leicht zu beweisen.
Dennoch ist er von grofler praktischer Bedeutung, da aus bekannten
Grenzwerten auf weitere Grenzwerte geschlossen werden kann, ohne

die Konvergenz explizit {iber die Definition nachweisen zu miissen, was
oft nicht so einfach ist.
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Satz 5.1. Es seien {a,} und {b,} zwei konvergente Folgen mit den
Grenzwerten a bzw. b € R. Dann gilt:

i) Ist a, < by, fir allen € N, so ist a < b.

it) Die Folgen {|a,|}, {k - a,} fir eine Konstante k € R, {a, £ b,}
und {a, - by} konvergieren mit

lim |a,| = laf,
n—oo
lmk-a, = k-a,
n—oo
lim (a, +b,) = atb,
n—o0
lim a,-b, = a-b.
n—o0

Ist b # 0 und gilt b, # 0 fir alle n € N, so konvergiert auch die
Folge {a, /b,} mit

iit) (Finschlieffungskriterium) Ist a = b und gilt a, < ¢, < b, fir alle
n € N, wobei {c,} eine weitere Folge bezeichne, so konvergiert
auch {c,} mit Grenzwert ¢ = a = b.

Bemerkung. Die Aussagen i) und 4ii) bleiben richtig, wenn die
Voraussetzungen nur fiir alle n > ng, ng € N fixiert, erfiillt sind.

Beispiel. Man betrachte die Folge {¢,} mit

2n? —3 1
Cp = z n fiir alle n € N
3n?+ 15n +4
bzw. umgeformt
Cn —_— = —

BE R
{a,} und {b,} sind nach obigen Rechenregeln jeweils die Summe aus
drei konvergenten Folgen,

a, — 2 und b, -3 fir n — 0.

Wieder greift man auf die Rechenregeln zuriick und erkennt

n—oo

[GCR )
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Eine Reihe analoger Beispiele wird in den Ubungen besprochen.

Beispiele wichtiger Folgen.

i) Die Folge {1/n%}, o > 0 fixiert, ist eine Nullfolge.
i1) Die Folge {n®}, a > 0 fixiert, divergiert.

ii1) Die alternierende Folge 1, —1, 1, ... kann nicht konvergieren
(warum?)

iv) Ein Kapital K sei zu einem Jahreszinsfufl p ein Jahr lang verzinst.
Nach diesem Jahr belduft sich das Kapital auf

Ky = Ko(1+p) bei jahrlicher Verzinsung;
2
K, = K, (1 ¥ g) bei halbjahrlicher Verzinsung:

4
K, =K, (1 + g) bei vierteljahrlicher Verzinsung.

Das Beispiel fiihrt auf die Folge

1\"
{a,}, a,:= (1 + —) fir alle n € N |
n

mit
n—oo

ap, —: e=2.T1828182845... |

wobei die Eulersche Zahl e als Grenzwert der Folge {a,} definiert
ist und die Basis der bereits skizzierten Exponentialfunktion ist.

v) Ist x € R fixiert, so gilt fiir die Folge {z"}:
(a) Fiir |z| < 1 ist die Folge konvergent mit lim z" = 0.

n—oo

(b) Fiir x = 1 ist die Folge konvergent mit lim 2" = 1.
n—oo

(¢) Fir || > 1 und fiir x = —1 ist die Folge divergent.

vi) Es sei x € R fixiert. Die fiir alle n € N durch

definierte Folge ist eine Nullfolge.
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vii) (a) Fiir fixiertes a > 0 ist lim /a = 1.
n—o0
(b) lim ¢/n = L.

n—oo

Weitere Konvergenzkriterien.

Ein Konvergenzkriterium ist das bereits angesprochene Einschliefungs-
kriterium.

Fiir das zweite Kriterium benotigt man:

i) Eine reelle Zahlenfolge {a,} heifit monoton wachsend, falls a, <
a1 fiir alle n € N.

Gilt in der Ungleichung sogar das strikte “<”, so heif§t die Folge
streng monoton wachsend.

i1) Eine reelle Zahlenfolge {a,} heifit monoton fallend, falls a,, > a,, 11
fiir alle n € N.

Gilt in der Ungleichung sogar das strikte “>", so heifit die Folge
streng monoton fallend.

Satz 5.2. (Satz der monotonen Folge)

Fine monoton wachsende reelle Zahlenfolge ist genau dann konvergent,
wenn sie nach oben beschrdankt ist.

FEine monoton fallende reelle Zahlenfolge ist genau dann konvergent,
wenn sie nach unten beschrankt ist.

Bemerkung. Mit dem Satz von der monotonen Folge zeigt man
beispielsweise die Konvergenz von {(1+ 1/n)"}.

Satz 5.3. (Kriterium von Cauchy)

Fine reelle Zahlenfolge {a,} ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist, d.h.:
Zu jedem € > 0 existiert ein N(e) € N mit

\an, — ay| < e fir alle n, m > N(¢g) .
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Teilfolgen und Haufungspunkte.

Beispiel. Wie bereits gesehen konvergiert die Folge 1, —1, 1, ... nicht.
Trotzdem sind 1 und —1 sicherlich charakteristisch fiir die Folge: Es
handelt sich hier um so genannte Haufungspunkte der Folge.

Definition 5.3. Eine Folge {a;} heifst Teilfolge der Folge {a,}, wenn
es eine streng monoton wachsende Folge {n;} natirlicher Zahlen gibt,
sodass

aj = ay; firalle j €N.

1 4 5 6 7
~
N =2
i
v
a1 (45 as as ag
i / , aa s g .

Abbildung 5.3: Zum Begriff der Teilfolge.

Beispiel. Man betrachte die obige Folge 1, —1, 1, ... und die Folge
{n;} mit ny = 1, ng = 3, ng = 5, .... Als Teilfolge erhélt man die
konstante Folge {1} mit Grenzwert 1.

Analoges gilt fiir alle beschriankten Folgen im Sinne von

Satz 5.4. (Satz von Bolzano Weierstraf)
Jede beschrinkte reelle Zahlenfolge enthdlt eine konvergente Teilfolge.

Wie oben angedeutet sind die Grenzwerte von Teilfolgen charakteri-
stisch fiir eine Folge:

Definition 5.4. Es sei {a,} eine reelle Zahlenfolge. Dann heiffen die
Grenzwerte konvergenter Teilfolgen von {a,} Hdufungspunkte der Fol-

ge.
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Der grofite Haufungspunkt heifst limes superior, Notation:

lim sup a,, .
n—o0

Der kleinste Haufungspunkt heifst limes inferior, Notation:

lim inf a,, .
n—odo

5.2 Reihen

Reihen sind eine spezielle Art von Folgen. Das erste und wichtigste
Beispiel (geometrische Reihe) ist als “Achill und die Schildkréte” zu
Beginn dieses Kapitels skizziert.

Wieder werden nur reelle Zahlenreihen diskutiert. Alle Aussagen gelten
auch im Komplexen, sofern sie kein “<” enthalten.

Definition 5.5.

i) Ist {a,} eine reelle Zahlenfolge, so heifst die Folge {s},

k
Sk i — E Ay
n=1

eine (unendliche) Reihe, s; heifit die k' Partialsumme.

i1) Eine Reihe heifit konvergent, wenn die Folge der Partialsummen
gegen einen Grenzwert s € R konvergiert.

Konvergiert die Reihe nicht, so heifit sie divergent.

Notation. Die Symbole
o0
a;+as+as3+ ... und Zan
n=1

werden in doppelter Bedeutung gebraucht.
Einerseits bezeichnen sie die Reihe, d.h. die Folge der Partialsummen.
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Konvergiert die Reihe gegen s, so stehen sie andererseits fiir den Grenz-
wert

o0
E a, =s= lim s .
k—00
n=1
Bemerkungen.

i) Eine Reihe ist keine unendliche Summe (Was soll das auch sein?),
sondern eine reelle Zahlenfolge von Partialsummen.

i1) Der Startindex muss nicht 1 sein. Vo6llig analog ist fiir m € Z

e}
D
n=m

definiert.

ii1) Wie beim Summenzeichen ist die Bezeichnung des Summationsin-
dex egal.

Eine Rechenregel.

Die folgende Rechenregel fiir Zahlenreihen ist elementar zu beweisen:

Satz 5.5. Es seinen >~ a, und >~ b, konvergente reelle Zahlen-
rethen. Dann ist auch fiir alle o, f € R die Rethe

o

Z(aan+ﬁbn)

n=1

konvergent mit Grenzwert s, wobei

s:aian+ﬁ§:bn.
n=1 n=1

Die geometrische Reihe.

Als Ubung ist bereits gezeigt:



Folgen und Reihen 65

Satz 5.6. Die geometrische Reihe konvergiert fir |x| < 1 und es ist

o0 . 1

Fiir |x| > 1 divergiert die Reihe.

Dezimaldarstellung.

Die Darstellung einer reellen Zahl x als Dezimalzahl (Zur Erinnerung:
Die reellen Zahlen sind in Kapitel 3 sogar iiber ihre Dezimaldarstellung
definiert.) lautet

r=n+xy, nelNy, 0<x<1,

wobei negative Zahlen zusétzlich mit einem Vorzeichen versehen sind.
Der Anteil 2y (“hinter dem Komma”, zp = 0.5152s3... mit Ziffern s;,
0<s; <9fiir alle j € N) ist dabei als Reihe zu verstehen:

Beispiel. Es ist

0.3 =

nMg
OO
O
I
OO
Mg
=
O

J

: <<i;<ml>f>1> : <—>

I
w

1
9 3°

Konvergenzkriterien.

i) Satz von der monotonen Folge fiir Reihen.

Satz 5.7. Eine reelle Zahlenreihe Z]oil a; mit nicht-negativen
Gliedern a; der zugrunde liegenden Folge {a;} ist genau dann kon-
vergent, wenn es eine Zahl k > 0 gibt mit

Zajgk: fir alle n € N .

j=1
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ii)

i)

Folgen und Reihen

Cauchys Konvergenzkriterium fiir Reihen.

Satz 5.8. Fine reelle Zahlenreihe Y~ | a, ist genau dann konver-

gent, wenn es zu jedem € > 0 ein N(g) € N gibt, sodass fiir alle
p=1

|ant1 + Apio 4+ -+ anp| <& fiir alle n> N(e) .

o

a1 an konvergiert, so bilden

Konsequenz. Wenn eine Reihe 7
ihre Glieder a,, eine Nullfolge.

Vorsicht. Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel. Harmonische Reihe
>t
n=1 n

Fiir die Partialsummen gilt

2k k
1 1 1 1 1
kT anlﬁ_znzlﬁ Tkl k2T

1 1
>k'ﬁ_§'

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium divergiert die har-

monische Reihe.

Konvergenzkriterium von Leibniz.

Die Situation dndert sich, wenn die Folgenglieder der harmoni-
schen Reihe mit einem alternierenden Vorzeichen versehen sind:

Die Reihe
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iv)

konvergiert nach dem Konvergenzkriterium von Leibniz:

Satz 5.9. Ist {a,} eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert
die alternierende Reihe a1 — a9+ a3 —aq + ... .

Anhand dieses Beispiels wird die Bedeutung des Begriffes “abso-
lute Konvergenz” deutlich:

Definition 5.6. Eine Reihe >~ a, heifit absolut konvergent,
wenn die Reihe Y |ay| konvergiert.

Bemerkungen.

(a) Die Reihe > 2, (—1)"L ist also konvergent aber nicht absolut

n=1
konvergent.

(b) Absolut konvergente Reihen konvergieren, die Umkehrung ist
falsch.

(¢) Nur bei absolut konvergenten Reihen diirfen die Glieder um-
sortiert werden, ansonsten darf die Reihenfolge der Glieder
nicht vertauscht werden.

(d) Fiir absolut konvergente Reihen gilt

o0 o0
’Zan §Z|an|.
n=1 n=1

Majorantenkriterium.

In den meisten Féllen wird die Konvergenz einer Reihe iiber einen
Vergleich mit einer bekannten Reihe gezeigt.

Definition 5.7. Es sei Y-, by, b, > 0 fiir alle n € N, eine reelle
Zahlenreihe.
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(a) Die Reihe heifst Majorante einer reellen Zahlenreihe | ay,
wenn es einen Indexr ng € N gibt, sodass

la,| < b, fir alle n > ng .

(b) Die Reihe heifit Minorante einer reellen Zahlenreihe Y | an,
wenn es einen Index ng € N gibt, sodass

b, <a, firalle n>ng.

Satz 5.10. Es sei Y .-, a, eine reelle Zahlenreihe.

(a) Hat die Reihe eine konvergente Majorante, so konvergiert sie.

(b) Hat die Reihe eine divergente Minorante, so divergiert sie.

Beispiele.

(a) Fiir eine Folge {a,} gelte |a,| < 3/2" fir alle n € N. Dann
konvergiert die Reihe > | a,,.

(b) Fiir eine Folge {a,} gelte a, > 1/n fir alle n € N. Dann
divergiert die Reihe > 7 | a,,.

n=1

v) Quotienten- und Wurzelkriterium.

Satz 5.11. Es sei Y | a, eine reelle Zahlenfolge mit a,, # 0 fiir
alle n € N. Die Reihe ist absolut konvergent (und damit konver-
gent), wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist.

(a) Es existieren ein 0 < ¢ < 1 und ein N € N derart, dass

Qp+1

<qg<1 firalle n>N.

n
(b) Es existieren ein 0 < ¢ < 1 und ein N € N derart, dass

Vian| <q<1  firalle n> N .
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Die Reihe st divergent, falls ein N € N existiert, sodass fiir alle
n >N gilt

oder im Fualle des Wurzelkriteriums

Vian| > 1.

Bemerkungen..

(a) Im Fall ¢ = 1 liefern weder das Quotienten noch das Wurzel-
kriterium eine Aussage.

(b) Existiert der Grenzwert

Ap+1
QUp,

oder ¢ = lim +/|a,|,

n—oo

g = lim
n—oo

so hat fiir ¢ < 1 absolute Konvergenz, fiir ¢ > 1 Divergenz
und fiir ¢ = 1 keine Aussage.

Beispiele.

(a) Die Reihe
= !

nn
n=1

konvergiert nach dem Quotientenkriterium (absolut), da die
Definition der Eulerschen Zahl die Abschéitzung

1,1 n
 (n+1)n _n 1 <

An+1 _ _
nl(n+ 1"t (n+ 1) (1 n l)n
n

an

1
2

liefert.

(b) Betrachtet sei die Reihe

n=1
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Dann gilt

2

An+1 n 1 2
_ -(1-—)"
(n+ 1) nt 1

an

Hier gibt es kein festes ¢ < 1 mit |ay+1/a,| < g Das Quotien-
tenkriterium liefert keine Aussage!

Wichtige Bemerkung. Mithilfe des so genannten Cauchy-
schen Vedichtungskriterium kann aber gezeigt werden:

Fiir alle o > 1 konvergiert die Reihe

0]

1

)
na
n=1

fiir alle v < 1 divergiert die Reihe.

Dieses Beispiel hilft oft bei der Suche nach konvergenten Ma-
joranten bzw. divergenten Minoranten.



Kapitel 6

Potenzreihen

Potenzreihen sind Funktionenreihen mit einer speziellen Struktur. Mit
ihrer Hilfe konnen viele “elementare Funktionen” eingefiihrt werden.
Ein Beispiel ist bereits ausfiihrlich diskutiert:

Beispiel. (Geometrische Reihe) Man betrachte fiir fixiertes xzy € R die
Funktionenfolge {(x — z()"}. Die Reihe

o
Z(l’ — xo)"
n=0
kann dort, wo sie konvergiert, als Funktion von x angesehen werden:
(0.9]
f(x) = Z(az —x)" .
n=0
Uber die Reihe ist eine Funktion f: (g — 1,29+ 1) — R definiert, denn:
Nach Satz 5.6 konvergiert die Reihe fiir alle z € R mit |z — zo| < 1, sie
divergiert fiir alle x € R mit |x — x| > 1.
Ist |z — x¢| = 1, so divergiert die Reihe ebenfalls. Dies folgt aber aus
einer gesonderten Betrachtung der “Randpunkte” xy — 1 und xy + 1
und nicht aus der “allgemeinen Theorie” (vgl. Satz 5.6).

Definition 6.1. Fine (Funktionen-) Reihe der Form

oo

Zan (z — x0)"

n=0

heifst Potenzreihe um den (fizierten) Entwicklungspunkt xy € R mit den
Koeffizienten a, € R.
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Divergenz : Konvergenz i Divergenz
é o & .
To—1 o zo+1
7 ?

Abbildung 6.1: Zum Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe.

Verhalten sich allgemeine Potenzreihen qualitativ dhnlich wie
die geometrische Reihe?

Satz 6.1. Zu jeder Potenzreihe Y~ an(x — x0)" wie oben gibt es eine
reelle Zahl p > 0 und ein Intervall (xg — p, xo + p) mit

i) Die Potenzreihe konvergiert fir alle x € (xg — p,xo + p) (punkt-
weise).

i1) AufSerhalb von [xg — p,xo + p| divergiert die Potenzreihe.

iii) Die Zahl p heif$t der Konvergenzradius der Potenzreihe, das Inter-

vall (xg — p,xo + p) (fir p > 0) das Konvergenzintervall.
Es qgilt die Formel von Cauchy-Hadamard

1
— = limsup +v/|a,| .
p

n—oo

iv) Im Fall p = 0 konvergiert die Reihe nur im Punkt x = g, im
(formalen) Fall p = oo konvergiert sie fir alle x € R.

Bemerkungen.

i) Die Randpunkte des Konvergenzintervalls sind wie im Beispiel der
geometrischen Reihe gesondert zu untersuchen. Hier liefert der
Satz keine Aussagen {iber Konvergenz oder Divergenz der Reihe.
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i1) Zur Uberpriifung der Konvergenz in einem festen Punkt z € R
konnen auch die Kriterien aus Kapitel 5 angewandt werden. Man
beachte dabei, dass die Glieder der zugrunde liegenden Folge dann
a, - (x — xp)" sind.

Beispiel. Fiir die geometrische Reihe ergibt sich wie bereits bekannt
p=1

Definition elementarer Funktionen.

Definition 6.2. Als reelle Funktionen sind die Exponentialfunktion, die
trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus sowie die Hyperbel-
funktionen Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus definiert als

exp(r) = Z %x” (=€"),

sin(z) = Z —(_1)n g2
- —1 2n

cos(z) = Z ((273! ",

=~ 1
sinh(z) := Z—x%ﬂ,

- 1 2n
cosh(z) := Z(Qn)!x :

Bemerkungen.

i) Das Quotientenkriterium (fiir fixiertes x) liefert die Konvergenz
der Reihen fiir alle x.

1) Anhand der Definition der Funktion exp(x) als Reihe ist zunéchst
der Zusammenhang mit der Funktion e” nicht ersichtlich.

Mithilfe des so genannten Cauchy-Produktes fiir Reihen und des
binomischen Lehrsatzes verifiziert man aber, dass die Funktion
exp(x) die charakteristische Funktionalgleichung (vgl. Kapitel 3)
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erfiillt. Dies ist das wichtigste Argument, um exp(z) = e* zu zei-
gen.

ii1) Die Exponentialfunktion wéchst “fiir groBe x” schneller als jede
Potenz von =x.

Definition im Komplexen.

Potenzreihen sind im Komplexen vollig analog von der Form

[ee]
Z o (2 —20)"
n=0

mit komplexen Koeffizienten ¢, und mit einem Entwicklungspunkt z, €
C definiert.

Satz 6.1 gilt in diesem Fall, wenn das Konvergenzintervall durch die
offene komplexe Kreisscheibe

B,(z) ={2€C: |z — 2| < p}

ersetzt wird.
Der Rand der Kreisscheibe, auf dem keine Information geliefert wird
ist

0B,(20) ={2€C: |z — 2| =p}.

Definition 6.3. Als komplere Funktionen sind die Fxponentialfunk-
tion, die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus sowie die
Hyperbelfunktionen Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus wie
in Definition 6.2 defininiert, wenn nur die reelle Variable x € R durch
die komplexe Variable z € C ersetzt wird.

Ubung. Man zeige, dass fiir alle z € C
' = cos(z) + isin(z)
gilt und interpretiere das Resultat geometrisch (vgl. Abbildung 3.16).

Weierfithrende Bemerkung. Die obige Definition der komplexen Ex-
ponentialfunktion ist tatséichlich die einzig mdogliche Definition einer
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komplex differenzierbaren Funktion, die im Reellen mit der reellen Ex-
ponentialfunktion iibereinstimmt.
Analoges gilt fiir Sinus etc.
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Kapitel 7

Stetige Funktionen

Grenzwerte von Folgen und Reihen bilden die Grundlage fiir den
Einstieg in die Infinitesimalrechnung, d.h. in die Differential- und
Integralrechnung.

Der intuitive Begriff der Stetigkeit einer Funktion ist: Der Graph einer
stetigen Funktion kann “ohne Absetzen des Stiftes” gezeichnet werden
(vgl. Abbildungen 7.1, 7.2, 7.3).

05

0.4

0.2

Ly
0.1

Abbildung 7.1: Der Graph einer stetigen Funktion.

Die Grenzen dieses intuitiven Begriffes werden aber deutlich, wenn etwa
die Funktion f: R — R,

[ xcos(l/z), fallsx#0,
f(:c)—{ 0, fallsz=0,

betrachtet wird (vgl. Abbildung 7.4).
Hier kann nicht intuitiv anhand des Graphen entschieden werden, ob
die Funktion stetig ist.
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Abbildung 7.3: Der Graph einer unstetigen Funktion mit Sprungstellen.

Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion.

Im Folgenden sei I C R stets ein (evtl. unendliches) Intervall und f:
I — R eine Funktion von I nach R.

Beobachtung. Ist {xz,} eine Folge von Elementen aus I, so ist {f(z,)}
eine reelle Zahlenfolge, die auf Konvergenz untersucht werden kann.

Definition 7.1. i) Es seien g € I und a € R fiziert. Dann hat f
an der Stelle xy den Grenzwert a, falls fir jede Folge {x,} aus I
mit x, # xo fiur alle n € N und x,, — xy fiir n — oo gilt

5 f(en) = o
Notation:
lim f(z)=ua.

T—Xq
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Abbildung 7.4: Die Funktion f(z) = x cos(1/z).

i1) Die Funktion f heifit stetig in einem Punkt xo € I, falls

lim f(z) = f(zo) -

T—XTg

i1i) Die Funktion heifit stetig auf I, wenn sie in jedem Punkt xo € [
stetig 1st.

Bemerkung. “Wie immer” gilt: Falls ein Grenzwert existiert, so ist
er eindeutig bestimmt.

Reicht es nicht, nur eine Folge {z,} zu betrachten?
Beispiel. Es sei f: R — R,

0, fallsz <0,
f(a:)—{ 1, fallsz>0.

Nach dem intuitiven Stetigkeitsbegriff ist die Funktion im Nullpunkt
nicht stetig.

Dazu betrachte man zunéchst etwa die gegen Null konvergente Folge
{1/n}. Es ist

1
lim f(—) — lim1=1,

n—o0 n n—00
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die Folge {f(1/n)} konvergiert also gegen 1.

Nun betrachte man beispielsweise die ebenfalls gegen Null konvergente
Folge {—1/n} mit

limf(—l>: lim 0 =0 .

n—00 n n—00

Auch die Folge {f(—1/n)} konvergiert, allerdings mit Grenzwert 0.
Damit ist f im Nullpunkt nicht stetig.

An diesem Beispiel wird deutlich, dass es nicht ausreicht, eine spezielle
Folge zu betrachten.

Beipiele stetiger Funktionen.

i) Konstante Funktionen und die Identitdt f(x) = x sind stetig
(Ubung).

it) Es sei f(x) = 2% und zp € R sei fixiert. Weiter sei {z,} eine
beliebige Folge mit z,, — x( fiir n — oo.

Die Stetigkeit von f ist gezeigt, falls dann

f(xn) n1>>00 f(IO)
gilt.
Tatséchlich ist

[f(@n) = fzo)l = |a7 — 5] = (20 — @0)(2n + 20)|

< op + xo||Tn — 20| -

Wegen (Dreiecksungleichung)
[T + wo| < || + |20

und da die Folge {z,} als konvergente Folge beschrinkt ist
(vgl. Kapitel 5), existiert eine Konstante K € R mit

Es folgt

n—oo

|f(zn) — f(zo)| < Kl|zy —20| = 0,

was zu zeigen war. ]
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iii) Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist stetig (Ubung).

iv) Aus einer tiefer gehenden Diskussion der Konvergenz von Potenz-
reihen folgt, dass exp, sin, cos, sinh, cosh stetige Funktionen sind.

Rechenregeln fiir stetige Funktionen.

Mithilfe des folgenden Satzes (offensichtliche Notation (f + g)(z) :=
f(z) + g(x) etc.) erkennt unmittelbar die Stetigkeit einer Vielzahl von
Funktionen (z.B. aller Polynome).

Satz 7.1. i) FEs seien f, g zwei auf I stetige reellwertige Funktionen
und c € R sei fiziert.

(a) Dann sind auch cf, f+ g und f - g stetige Funktionen.

(b) In allen Punkten, in denen g nicht den Wert 0 annimmt, ist

g stetig.

i1) Die Verkettung g o f stetiger Funktionen f, g ist stetig, sofern sie
definiert ist.

Beispiele.
i) Wie bereits erwahnt sind alle Polynome stetig.
i1) Funktionen wie sin?(z) oder sin(z) cosh(z) sind stetig.

iii) Satz 7.1 impliziert auch die Stetigkeit von e(*) = (exp osin)(x).

Stetigkeit im Komplexen.

Alle bisherigen Betrachtungen iibertragen sich wortlich auf den Fall
von Funktionen f: C — C.

Dies gilt nicht mehr (warum?) fiir die folgende Diskussion.
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Weitere Eigenschaften stetiger reellwertiger Funktionen.

Wie bereits angedeutet, hingt die Existenz von Extrema einer Funkti-
on u.A. vom Definitionsbereich ab (vgl. Abbildung 3.4). Dies kann nun
mithilfe des Stetigkeitsbegriffes prézisiert werden.

Satz 7.2. Ist I = [a,b] ein kompaktes Intervall (d.h. abgeschlossen und
beschrinkt) und f: I — R stetig auf I, so nimmt die Funktion f in I ihr
absolutes Maximum und ihr absolutes Minimum an, d.h. es existieren
Punkte x1, xo € I mit

f(z1) < f(x) < f(xo)  fiiralle x € 1.

Die Stetigkeit etwa der Logarithmusfunktion (und vieler bereits ange-
sprochener Umkehrfunktionen) folgt aus

Satz 7.3. Eine stetige, streng monotone Funktion f: I — R besitzt
eine stetige, streng monotone Umkehrfunktion f=1: f(I) — 1.

Satz 7.3 folgt wiederum aus

Satz 7.4. (Zwischenwertsatz) Ist f: R C [a,b] — R stetig, so nimmt [
jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an, d.h.:
Aus f(a) < & < f(b) folgt die Existenz von (mindestens) einem Punkt

xo € (a,b) mit f(xg) =&,
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Abbildung 7.5: Zum Zwischenwertsatz.

Abbildung 7.6: Die Stetigkeit muss im Zwischenwertsatz vorausgesetzt werden.
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Kapitel 8

Differentialrechnung in einer
Veranderlichen

8.1 Grundlagen

Der intuitive Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion ist: Der
Graph einer differenzierbaren Funktion hat keinen “Knick”. Dement-
sprechend sollte die Betragsfunktion (vgl. Abbildung 7.2) zwar stetig
aber nicht differenzierbar im Nullpunkt sein, was auch tatséchlich der
Fall ist.

Fiir die Tauglichkeit des intuitiven Begriffs der Differenzierbarkeit
gelten aber &hnliche Einschrankungen wie im letzten Kapitel zur
Stetigkeit.

Geometrische Interpretation der Ableitung.

Zur geometrischen Interpretation der Ableitung wird, wie in Abbildung
8.1 angedeutet, in einem festen Punkt x( die Tangente an den Graphen
der Funktion als (affin) lineare Approximation der Funktion betrachtet.

M.a.W. soll der Graph in der Ndhe des Punktes (zg, f(xg)) “moglichst
gut” mit einer Geraden angenéhert werden.

Kinematische Interpretation der Ableitung.

Bei der kinematischen Interpretation der Ableitung betrachtet man et-
wa die Bewegung eines Massenpunktes im dreidimensionalen Raum in
Abhéngigkeit von der Zeit.
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Abbildung 8.1: Zur geometrischen Interpretation der Ableitung.

RS Y(to)

7(to)

Abbildung 8.2: Zur kinematischen Interpretation der Ableitung.

Diese Bewegung wird durch eine Kurve im R? beschrieben.

Das ist eine Abbildung v: R D I — R3, wobei I ein Zeitintervall be-
zeichnet.

Die Ableitung entspricht in diesem Fall dem Geschwindigkeitsvektor
des Massenpunktes zu einem gegebenen Zeitpunkt .

Differenzenquotient und Ableitung.

Im Folgenden sei I C R stets ein offenes (evtl. unendliches) Intervall
und f: I — R eine Funktion von [ nach R.



Differentialrechnung in einer Verédnderlichen 87

Definition 8.1. Es sei f wie oben und xog € I fiziert.
i) Ist x € I, x # x, so heif§t der Quotient

f(x) = [(xo)

T — X

Differenzenquotient von f bzgl. der Punkte x und x.

i1) Die Funktion f heifst differenzierbar im Punkt xy € I, falls der

Grenzwert
WNIGEID
T—X0 xr — xo

existiert.

Der Grenzwert heifst die Ableitung oder der Differentialquotient
von f bei xg.

Notation:

df df
!/
f'(xo)  oder . (xo) oder oy

iii) Die Funktion heifst differenzierbar auf I, wenn sie in jedem Punkt
xo € I differenzierbar ist.

Dann kann eine weitere Funktion (genannt die Ableitung von f)
betrachtet werden, die jedem Punkt x € I die Ableitung an der
Stelle x zuordnet:

fle IT=-R, I>zw— f'(x).

Interpretation.

i) Geometrisch entspricht der Differenzenquotient der Steigung der
Sekante s durch die Punkte (z, f(z)) und (z¢, f(xo)) (vgl. Abbil-
dung 8.3):

f(x) = f(xo)

T — Xy

s(t) = f(xo) + (t — xp) .

Im Grenzwert erhédlt man die Steigung der Tangente an (xg, f(zg))-
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/ T
Abbildung 8.3: Die Sekantensteigungen gehen in die Steigung der Tangente iiber.

i1) Kinematisch entspricht der Differenzenquotient der Durchschnitts-
geschwindigkeit im Zeitraum zwischen ¢y und ¢.

Der Grenzwert gibt die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt
to all.

Beispiele differenzierbarer Funktionen.

i) Im Falle einer konstanten Funktion verschwindet der Differenzen-
quotient identisch. Also ist die Funktion iiberall differenzierbar mit
der Ableitung 0.

i1) Es sei f(x) = zx fiir alle x € R. Der Differenzenquotient fiir ein

fixiertes xq lautet
r— Ty 1

r — X
Die Funktion ist iiberall differenzierbar mit der Ableitung 1.

iii) Es sei f(z) = 22 fiir alle x € R und zy € R fixiert. Dann gilt

f(x) = flzo) _ @® —af _ (x—x9)(x + 20)
r — Xy _LIZ—xo_ r — Xy

=T +x.
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Um zum Grenzwert und damit zur Ableitung iiberzugehen, ist in
diesen Differenzenquotienten eine beliebige Folge {z,} mit Grenz-
wert z( einzusetzen (vgl. Definition Grenzwert einer Funktion, De-

finition 7.1).

Da die Folge {z,} aber gegen xy konvergiert, konvergiert die rech-
te Seite der obigen Gleichheit, d.h. auch der Differenzenquotient,

gegen 2x(. Es ist gezeigt:

Die Funktion f(z) = 2? ist {iberall differenzierbar mit der Ablei-

tung f'(z) = 2.

iv) In Tabelle 8.1 sind ohne Beweis die Ableitungen einiger bekannter

Funktionen festgehalten.

f(x) f'(z) Def. Bereich Bem.
zk ka*' R, 40 fir k<0| k€ Z
VT %% R vgl.
z® o R+ aeR
e’ e’ R

sin(z) | cos(z) R

cos(z) | —sin(x) R
sinh(x) | cosh(x) R
cosh(zx) | sinh(x) R

Tabelle 8.1: Die Ableitungen einiger bekannter Funktionen.

Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Typisches Beispiel. Es sei f(x) = |z| und 27 = 0.

Fiir die Folge {z,} = {1/n} gilt

flwn) = flao) _ (/m) =0 _

Tn — X (1/n) =0
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Fiir die Folge {%,} = {—1/n} gilt hingegen

FG) — o) (m) =0
Iy — Tg (—1/71)—0

—1.

Wie erwartet ist die Betragsfunktion im Nullpunkt nicht differenzierbar.
Das Beispiel der stetigen Betragsfunktion belegt:

Aus der Stetigkeit einer Funktion folgt nicht die Differenzierbarkeit!

Es gilt aber die Umkehrung im Sinne von

Satz 8.1. Es sei f: I — R im Punkt xo € I differenzierbar. Dann st
die Funktion [ in x stelig.
M.a.W.: Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit.

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen.

Wie bei der Betrachtung stetiger Funktionen sind im néchsten Schritt
Summe und Produkt differenzierbarer Funktionen zu untersuchen:

Satz 8.2. Es seien [, g zwei auf I differenzierbare reellwertige Funk-
tionen und c € R sei fixiert.

i) Dann sind auch cf, f+ g und fg auf I differenzierbar mit

(a) (cf) =cf’;
() (f+9)=Ff+g’;
(c) (fg) = f'g+ fqg (Produktregel).

i1) Ist g(xo) # O fir zg € I, so ist auch f/g differenzierbar mit (Quo-
tientenregel)
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Beweisidee Produktregel. Exemplarisch wird hier nur gezeigt, wie
die zwei Summanden bei der Ableitung eines Produktes entstehen:
Es seien z, x¢ € I. Dann gilt

f(x)g(x) — f(20)g(x0)

 F@el) — Fen)g@) + Fael) — Flan)glen)
= f(:r;)c - i;gxo)g(x) + f(:vo)g(gz = gé%)

"0 F(w0)g(xo) + flxo)g (o) -

Das ist aber genau die Behauptung. ]

Beispiel. Es sei f(z) = tan(z), x € (—n/2,7/2). Dann ist nach der
Quotientenregel

_ cos(x) cos(z) — sin(z)(— sin(x) 1

() =

cos?(x) ~ cos?(x)

Verkettung von Funktionen.

Auch bei der Verkettung von Funktionen kann man auf Differenzier-
barkeit schlieen, ohne dass explizit auf die Definition zuriickgegriffen
werden muss.

Satz 8.3. (Kettenregel) Die Verkettung g o f zweier reellwertiger dif-
ferenzierbarer Funktionen f, g sei wohl definiert (d.h. das Bild von f
liege im Definitionsbereich von g). Dann ist auch g o f differenzierbar
und es qilt

(go f)(x)=4¢(f(x)f(x) .

Beispiel. Fiir alle x € R sei h(z) = vV1+ 2?2, dh. h = go f mit
9(y) = yund f(r) =1+ 2.
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Aus der Kettenregel folgt
W(z) = ¢(f(x)f(z)

Ableitung der Umkehrfunktion.

Auch die Ableitung einer Umkehrfunktion kann direkt aus der Ablei-
tung der Funktion selbst berechnet werden.

Der folgende Satz folgt unmittelbar aus der Kettenregel durch Diffe-
rentiation der Identitiit (f~1o f)(z) = x.

Satz 8.4. Die Funktion f: I — f(I) (y = f(x)) sei bijektiv und diffe-
renzierbar mit f'(x) # 0 fir alle x € 1. Dann ist fir alle y € f(I) die
Ableitung der Umkehrfunktion f=1 gegeben durch

1y B 1 B 1
VW =50 = P

Beispiele.
i) Auf RT betrachte man die Funktion In(y) = f~'(y) als Umkehr-
funktion der Exponentialfunktion e* = f(x).
Nach Satz 8.4 gilt (y = e, x = In(y))
1 1 1

1, = — = = - .
n'(y) prii e Ry

i1) Die Ableitungen der trigonometrischen Umkehrfunktionen sind
ohne Beweis in Tabelle 8.2 festgehalten.

Ho6here Ableitungen.

Beobachtung. In Definition 8.1, éii), wurde bereits festgestellt, dass
die Ableitung einer auf I differenzierbaren Funktion f selbst wieder
eine Funktion f": I — R ist.



Differentialrechnung in einer Verédnderlichen

f(x) f(x) Def. Bereich
in(z) | —— l<z<1
arcsin(z —-l<ux
V1—x?
1
arccos(z) | — -l<z<1
V1—2?
1
arctan(z) 2 R
x

Tabelle 8.2: Die Ableitungen der trigonometrischen Umkehrfunktionen.

Also kann auch f’ auf Differenzierbarkeit untersucht werden.
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Definition 8.2. i) Es sei f: I — R differenzierbar auf I mit der

Ableitung f': I — R.

Ist auch f' differenzierbar auf I, so heifit die Ableitung von [ die

zweite Ableitung von f.

Notation:

f'(x)  oder  f®(z)

i1) Analog wird die dritte, vierte etc. Ableitung von f definiert.

d2

oder

Interpretation. Sagt die erste Ableitung etwas iiber die Steigung des
Graphen einer Funktion aus, so gibt die zweite Ableitung Informatio-
nen iiber die Kritmmung, wie im néchsten Abschnitt noch deutlich wird.

Beispiel. Es sei wieder f(z) = +/1 + 22 fiir alle x € R. Dann gilt (siehe

oben)

d T

f(a) = -

dz /1 + 22

= ( — 1) (1+2?) 2222 + (1 + 22)

2
1

(1+a%):

dx

i(1 +a?) o
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8.2 Lokale Extrema, Mittelwertsatz

Im Folgenden sei stets I = [a, b] bzw. I = (a,b). Die Falle [ = (—o0, 00)
etc. werden analog behandelt.

Bei der Beschreibung von Naturvorgédngen gehort es zu den wesent-
lichen Aufgaben, die Maxima oder Minima bestimmter Groflen zu
finden (z.B. ein Energieminimum etc.).

Hier liefert die Differentialrechnung die wesentlichen Hilfsmittel.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Definition 8.3. Fine Funktion f: I — R hat an der Stelle xy € I ein
lokales Maximum (lokales Minimum), falls ein v > 0 existiert mit

f(xo) < f(x) (lok. Max.) bzw. f(xg) > f(z) (lok. Min.)

fir alle v € I N (xg — 1,20+ 7).
Gilt jeweils die strikte Ungleichung, so spricht man von einem strengen
lokalen Mazimum (Minimum,).

Bemerkungen.
i) Lokale Maxima und lokale Minima heiflen lokale Extrema.
i1) Ein lokales Extremum ist von einem globalen Extremum wie es
etwa Satz 7.2 liefert zu unterscheiden.

Die in Abbildung 8.4 angedeutete Funktion etwa hat ihre globalen
Extrema am Rande, in z(; ein lokales Maximum und in x; ein
lokales Minimum.

Idee. Abbildung 8.5 legt es nahe, bei der Suche nach lokalen Extrema
zunéchst nach Punkten mit horizontaler Tangente an den Graphen zu
suchen.

Tatséachlich gilt die notwendige Bedingung:
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f(z)

Abbildung 8.4: Lokale und globale Maxima (Minima) sind zu unterscheiden.

fx)

Abbildung 8.5: Die Tangente in einem lokalen Extremum.

Satz 8.5. Die Funktion f: I — R habe in einem Punkt xy € (a,b) ein
lokales FExtremum und sei dort differenzierbar.
Dann gilt

f/(x()) = O .

Bemerkungen.

i) Die Umkehrung von Satz 8.5 ist falsch, d.h. aus f'(zy) = 0 folgt
nicht, dass ein lokales Extremum vorliegt (vgl. Abbildung 8.6).
Als Beispiel dient z.B. die Funktion f(z) = 2* im Nullpunkt.

Punkte mit horizontaler Tangente an den Graphen, d.h. mit
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f'(xzo) = 0 heilen stationdre oder kritische Punkte.

i1) Bei der Suche nach einem globalen Extremum einer differenzier-
baren Funktion werden zunachst alle kritischen Punkte ermittelt.

Deren Funktionswerte sowie die Funktionswerte in den Randpunk-
ten werden anschliefend verglichen.

/()

Abbildung 8.6: Kein lokales Extremum trotz horizontaler Tangente.

Beispiel. Betrachtet sei die Funktion f: [-2,2] = R, f(z) = (1 —2?%)2

Abbildung 8.7: f(z) = (1 — z?)? in [-2,2].
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Es gilt

f/(iE) - —41’(1 - x2) )
woraus sich die stationdren Punkte 1 = —1, 29 = 0 und 23 = 1
ergeben.

Wegen f > 0 und f(x1) = f(x3) = 0 hat f in x; und x3 ein globales
Minimum, also insbesondere auch ein lokales Minimum.

Da fiir alle z € [—1, 1] die Ungleichung f(z) < 1 = f(x9) gilt, liegt in
9 ein lokales Maximum vor.

Bei der Suche nach globalen Maxima sind die Funktionswerte in kriti-
schen Punkten mit denen in den Randpunkten zu vergleichen:

f(=2) =9 = f(2), d.h. das globale Maximum wird in den Randpunk-
ten 2 und —2 realisiert und nicht im Punkt x,.

Der Mittelwertsatz.

Eine mogliche Anwendung des folgenden Mittelwertsatzes 8.6 ist die
Herleitung einer hinreichenden Bedingung fiir die Existenz lokaler Ex-
trema.

Anschaulich sagt der Satz, dass fiir eine gegebene differenzierbare
Funktion f im Intervall (a,b) (mindestens) ein Punkt x existiert, in
dem die Tangente an den Graphen von f die gleiche Steigung hat wie

die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) (vgl. Abbildung 8.8).

Satz 8.6. Die Funktionen f, g: [a,b] — R seien stetig und auf (a,b)
differenzierbar.
Dann existiert ein xo € (a,b) mit

fb) = fla)

o) = == —

Erste Konsequenzen aus dem Mittelwertsatz. Es sei f wie in
Satz 8.6.
i) Ist f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b), so ist f konstant.

i1) Es ist f/(x) > 0 fir alle x € (a,b) genau dann, wenn f auf |a, b]
monoton wachsend ist (analog “<” und monoton fallend).
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Abbildung 8.8: Zum Mittelwertsatz.

iii) Ist f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend
auf [a,b] (analog: “<” und streng monoton fallend). (Hier gilt die
Umkehrung nicht, wie die Funktion f(z) = 2% belegt.)

Konvexe und konkave Funktionen.

Um einzusehen, ob in einem kritischen Punkt tatséchlich ein Maximum
oder ein Minimum vorliegt, {iberlegt man sich, ob die Funktion in der
Néhe des Punktes konvex oder konkav ist.
Die geometrische Vorstellung ist dabei, dass der Graph konvexer
(konkaver) Funktionen stets oberhalb (unterhalb) seiner Tangenten
liegt. Dies ist in Abbildung 8.9 angedeutet.

Dementsprechend liegt die Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) bei einer konvexen (konkaven) Funktion im Intervall (a,b)
oberhalb (unterhalb) des Graphen (vgl. Abbildung 8.10):

i) Eine Funktion f: I — R heifit konvex, falls fiir alle z, y € I und
fiir alle A € (0,1) gilt
fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N [f(y).

i1) Eine Funktion f: I — R heifit konkav, falls fiir alle x, y € I und
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/@) f(@)

T

Fo)T F(b)
fla)T

Abbildung 8.9: Der Graph einer konvexen (konkaven) Funktion liegt oberhalb (unter-
halb) seiner Tangenten.

£(z) 1)
fo)T f(b)+
fla)T a

fla)T

Abbildung 8.10: Die Sekante einer konvexen (konkaven) Funktion liegt in (a, b) ober-
halb (unterhalb) des Graphen.

fir alle A € (0,1) gilt
fOr+ (1 =Ny) > Af(z)+ (1 =N)f(y) .

i11) Bei streng konvexen bzw. streng konkaven Funktionen gelten die
strikten Ungleichungen.

Beispiele.
i) Die Funktion f: R — R, f(z) = 22, ist streng konvex.

i1) Die Funktion f: R™ — R, f(x) = In(x), ist streng konkav.

Geometrische Idee. Es sei f zweimal differenzierbar und konvex.
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Wie Abbildung 8.9 nahelegt, ist die erste Ableitung f' dann monoton
wachsend.

Fiir die Ableitung f” der monoton wachsenden Funktion f’ gilt folglich
f// Z O

Satz 8.7. Es sei f: (a,b) — R zweimal differenzierbar.
i) Ist f"(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f streng konvex.

it) Ist f"(x) <O fir alle x € (a,b), so ist f streng konkav.

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema.

Mit diesen Vorbereitungen kann nun eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz von Extrema formuliert werden. Wieder ist die geometri-
sche Vorstellung in Abbildung 8.9 wiedergegeben:

Strenge Konvexitiat (Konkavitét) in der Néhe eines kritischen Punktes
impliziert die Existenz eines Minimums (Maximums).

Satz 8.8. Es sei f: (a,b) — R zweimal differenzierbar (" sei zudem
eine stetige Funktion) und in xy € (a,b) gelte f'(xy) = 0.

i) Ist f"(xg) > 0, so hat f in xy ein strenges lokales Minimum.

i1) Ist ["(xo) < 0, so hat f in xq ein strenges lokales Mazimum.

Bemerkung. Der Satz macht keine Aussage iiber den Fall f”(xz) = 0.

Beispiel. Im obigen Beispiel f(z) = (1 — 2?)? ist
f(z) =122 — 4.

Fiir die kritischen Punkte x; und z3 gilt also f”(z1) > 0, f"(x3) > 0
und wie bereits gesehen handelt es sich um (strenge) lokale Minima.
Im Punkt zo = 0 ist f”(x2) < 0, d.h. es handelt sich um ein (strenges)
lokales Maximum.
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Wendepunkte.

Neben Extrema sind Wendepunkte charakteristisch fiir eine Funktion.
In einem Wendepunkt geht der Graph der Funktion von einer Links-
kurve in eine Rechtskurve iiber (oder umgekehrt), d.h. von einem
konvexen in einen konkaven Bereich (oder umgekehrt). Die Situation
ist in Abbildung 8.11 angedeutet.

f(=)

Zo

Abbildung 8.11: Ein Wendepunkt.

Es sei nun f: (a,b) — R dreimal differenzierbar (f"” sei zudem eine
stetige Funktion). Ganz analog zur Diskussion von Extrema folgt:

i) In einem Wendepunkt zy € (a,b) gilt immer f”(xy) = 0.

i1) Ist f"(xo) = 0 und f"'(xg) # 0, so ist xy ein Wendepunkt.

Die Regeln von I’Hospital.

Zum Abschluss dieses Kapitels 8.2 soll noch kurz auf eine wichtige Fol-
gerung aus dem (verallgemeinerten) Mittelwertsatz eingegangen wer-
den, mit der Grenzwerte von Quotienten berechnet werden kénnen, die
sich nicht aus den bisher bekannten Regeln erschlieflen.
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Beispielsweise kann
sin(z)

lim
x—0 x

berechnet werden mit Hilfe von

Satz 8.9. (Regeln von [’Hospital) Es seien f, g: (a,b) — R differen-
zierbar und xo € (a,b). Ist f(xo) = g(xg) = 0 und ist ¢'(xo) # 0 fir

x # x0, so qilt
/
tim 78 _ gy L@
= g(x) 2= g (2)

falls der zweite Grenzwert existiert.

Beispiele.

i) Es ist
sin(xz) ’

lim

z—0 x

i1) Die Regel kann auch mehrfach hintereinander angewandt werden,

so gilt
lim 1 — cos(x) — lim sin(z) _ cos(x) 1 |
T—To xr2 T—=r0 2T T—To 2 2

i11) Eine analoge Aussage gilt auch fiir Grenzwerte “x — oo”, falls f
und ¢ im Unendlichen gegen Null konvergieren, z.B.

fun [Vele ) —a] = i
1 1
= lim2 H;[_P]
s [ 4]
= lim ! 21.
2
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iv) Ebenso gelten die Regeln fiir Grenzwerte der Form x — xq, f(x),
g(r) — 4oo. Wie iiberall sind dabei auch einseitige Grenzwerte

zugelassen:
1
. . In(z g :
lim zIn(x) = lim g ) = lim % = lim (—z) =
xz—0t x—0t p xz—0+ — xz—0t

8.3 Der Satz von Taylor

Die geometrische Interpretation der Ableitung ist es, eine Funktion nahe
eines fixierten Punktes mit einer (affin) linearen Funktion zu approxi-
mieren.

In diesem Abschnitt soll eine Funktion in “héherer Ordnung”, d.h. mit
Polynomen eines festen Grades, evtl. besser approximiert werden.

Die entscheidende Frage bei der Approximation bzw. beim Ubergang
zu einer Potenzreihe ist dabei die nach der Grofie des Fehlers.

Beobachtung. Betrachtet sei ein Polynom vom Grad n,
p(z) = ag + a1x + asx® + - + apz” .
Fir k=0, 1, ..., n ist die k-te Ableitung
p(k)(O) = klay ,

mit anderen Worten: Es gilt

Zau beliebigem xy € R kann das Polynom ebenso geschrieben werden in
der Form

ple) =) bilz —x0)"

und vollig analog zu oben gilt

pla) = 3" 2o ¥ ao) e — a0)t
k=0
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Koénnen “gutartige” Funktionen in dhnlicher Weise zumindest
approximiert werden?

Definition 8.4. FEs sei f: [a,b] — R n-mal differenzierbar (mit stetigen
Ableitungen) und o € (a,b). Dann heij}t

(x; ) Z aco — :zzo)k

das Taylor-Polynom n-ten Gmdes zum Entwicklungspunkt xy. Die Tay-
lorsche Formel lautet

f(x) = Ty(z;20) + Rp(x — xp)

wobei das Restglied R, (x — xy) im Folgenden zu quantifizieren ist.

Bemerkungen.

i) Das Taylor-Polynom ersten Grades gibt genau die Tangente an den
Graphen.

i1) Die Ableitungen des Taylor-Polynoms stimmen an der Stelle z
bis zur Ordnung n mit denen von f iiberein.

Beispiel. Es sei f: R — R, f(x) =sin(z), 2o = 0. Dann ist

fO0)=0, fH0)=1, f20)=
fP0)=~-1, f90)=0, f)(o) L

Fiir das Taylor-Polynom vom Grad 5 ergibt sich (vgl. Reihendarstellung
des Sinus aus Kapitel 6)

1 1
T(z;0) =2 — = — P
(;0) ==z 63;‘ +1203:
Anhand von Abbildung 8.12 erkennt man, dass das Polynom T, (x;0)
den Sinus schon in einem “weiten Bereich” um die 0 recht gut appro-

ximiert.

Allgemein gibt eine Antwort auf die Giite der Approximation der
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Abbildung 8.12: Der Sinus und seine Taylor-Polynome der Ordnung 1, 3, 5.

Satz 8.10. Die Funktion f: [a,b] — R sei (n + 1)-mal differenzierbar
(mit stetigen Ableitungen) und es seien xg, x € (a,b).

Dann gibt es eine von x abhingige Zahl & = £(x), die zwischen x und
xo liegt, sodass

f(n+1)(5) (o — 2oy

R“x_mﬁ:(n+m!

Bemerkung. Die Zahl £ = £(x) héngt zwar auch von z( ab, da in der
Regel xg aber fixiert ist und x variiert, wird diese Abhéngigkeit in der
Notation weggelassen.

Beispiele.

i) Es sei f(z) = e” fiir alle x € R. Dann ist

22
TQ(:E;O):1+33+7
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mit dem Restglied
efad
Ro(x —0) = o

Im Intervall [—1, 1] ist der Fehler beispielsweise abgeschétzt durch

6

i1) (Cauchys Beispiel, vgl. Abbildung 8.13) Die Funktion f: R — R
sei gegeben durch

e fiir x#£0),
f(x)_{O fir =0.

08
\ o
{04

D 21

cj,,.-:-.
[ R R

Abbildung 8.13: Die Funktion e~/ = lauft so “fHach” in den Nullpunkt, dass alle
Taylor-Polynome um den Entwicklungspunkt 0 identisch verschwinden.

Man kann nachrechnen, dass die Funktion im Punkt xy = 0 belie-
big oft differenzierbar ist und dass alle Ableitungen im Nullpunkt
verschwinden. Es folgt

To(2;0) =0,
d.h. fiir alle n € N und fiir alle x € R gilt
Ry(z) = f(x).

Auch im Grenzwert n — oo wird der Fehler fiir fixiertes = # 0
also nicht klein.
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Wann kann zu einer Reihe iibergegangen werden?

Cauchys Beispiel belegt, dass eine Funktion f im Allgemeinen nicht als
Grenzwert n — oo der Taylor-Polynome geschrieben werden kann.
Mit anderen Worten: Die Funktion f wird im Allgemeinen nicht durch
ihre Taylor-Reihe

o F(k)
> : k(!xo_) (& — )"
k=0

dargestellt.

Im Wesentlichen gibt es zwei offene Fragen:

i) Konvergiert die Reihe tiberhaupt?

i1) Wenn ja, konvergiert sie gegen die Funktion f7

Das Kriterium zu einer positiven Antwort auf diese Fragen ist

lim R,(x —xp) =0.

n—oo

Funktionen mit dieser Eigenschaft, d.h. Funktionen, die durch ihre
(konvergente) Taylorsche Reihe dargestellt werden, heiflen reell analy-
tische Funktionen.

Zur Klasse der reell analytischen Funktionen gehoren beispielsweise
die Exponentialfunktion, die trigonometrischen Funktionen und die
Hyperbelfunktionen, deren Taylor-Reihe um den Ursprung mit der
definierenden Potenzreihe iibereinstimmen.

Anhand von geeigneten Wachstumsbedingungen fiir die Ableitungen
einer Funktion kénnen hinreichende Bedingungen fiir reell analytische
Funktionen angegeben werden, worauf hier aber nicht néher eingegan-
gen wird.
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Kapitel 9

Integralrechnung in einer
Veridnderlichen

9.1 Das bestimmte Riemannsche Integral

Im Folgenden ist stets I = [a,b] und f: I — R eine beschrinkte
Funktion.

Idee zur Einfiihrung des bestimmten Integrals:

Das bestimmte Integral f; f(x) dz ist der Flicheninhalt der vom
Graphen von f und der x-Achse eingeschlossenen Punktmenge F', so
wie es in Abbildung 9.1 angedeutet ist.

/()

NN

Abbildung 9.1: Zur suggestiven Vorstellung des bestimmten Integrals.

109
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Problem. Das Problem bei dieser suggestiven Vorstellung ist aber:
Wie ist der Flacheninhalt iiberhaupt definiert, wenn es sich nicht um
ein elementargeometrisches Objekt handelt?

Vorgehensweise. In der Tat sieht die Vorgehensweise wie folgt aus:

i) Man definiere zunéchst das bestimmte Integral.

i1) Mithilfe des bestimmten Integrals konnen Fliacheninhalte definiert
werden.

i1i) Dabei soll “einfachen” geometrischen Objekten (Rechtecken, Drei-
ecken etc.) der Fliacheninhalt zugeordnet werden, der mit der Ele-
mentargeometrie konsistent ist.

iv) Um dies zu erreichen, approximiert man bei der Definition des In-
tegrals die Menge F' mit Rechtecken, denen elementargeometrisch
ein Flacheninhalt zugeordnet werden kann.

v) Schliellich ist zu untersuchen, ob zum Grenzwert iibergegangen
werden kann.

Konkret wird definiert:

Definition 9.1. i) Eine Zerlegung Z des Intervalls I = [a,b] in Teil-
intervalle 1;, 7 = 1, ..., n, der Linge |I;| ist eine Menge von
Punkten

Z={a=xy<r1 <9< <20 =b}.

Hierbei ist ]j = [xj_l,xj], A.Ij =Ty — X1 = ‘[j‘, j = 1, .., N,
und
A(Z) == max{Azy,...,Az,}

heifit die Feinheit der Zerlequng Z.
it) Ist furj=1, ..., n
m; = inf{f(x): xe€ L},
m; = sup{f(z): z €[},
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so heifSt
die Untersumme,

die Obersumme von f zur Zerleqgung Z.

f(z)

e %////j

Abbildung 9.2: Eine Untersumme von f.

Bemerkung. Nach Definition gilt fiir jede Zerlegung Z
Sz(f) < Sz(f).

Nun definiert man:

Definition 9.2. Ist f: I = [a,b] — R beschrdinkt, so sind das Unterin-
tegral  und das Oberintegral I definiert als

Z(f) = sup{Sz(f): Z ist Zerlegung von I}
Z(f) = inf{Sz(f): Z ist Zerlequng von I} .
Die Funktion heifst (Riemann) integrierbar auf I, falls gilt

1) =T = T() = [ f@)do= | f(o) da.
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Abbildung 9.3: Eine Obersumme von f.

Bemerkungen.

i) Fiir eine beliebige Zerlegung Z von [ gilt
Sz(f) <Z(f) <Z(f) < S=z(f) -

i1) Die Klasse der auf I integrierbaren Funktionen wird mit R(I) be-
zeichnet.

i11) Es heifit f; f(z) dx das bestimmte Integral von f zwischen den
Grenzen a und b.

Beispiele.

i) F iir eine Konstante ¢ € R sei f(x) = ¢ auf [a, b]. Es folgt fiir jede
Zerlegung Z von [

n

Sz(f) =) eAx;=c(b—a) = Ss(f).

j=1

Somit ist f auf [a, b] integrierbar mit

/abcdx:c(b—a).
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i1) Es sei I =[0,1] und f(x) = x auf I. Zu n € N betrachte man die

Zerlegung
1 2
z, = {0,—,—,...,1} .
n'n
Fiir die Ober- bzw. Untersummen gilt

ERUIED DEIE I R o Re

2
J=1 " j=1
1 n(n — 1) 1 1 o 1
g R — o —_— — _> — ,
n? 2 2  2n 2
- 1 1 ol
Sgn(f) = E + % — 5 .

Da hier nur eine spezielle Zerlegungsfolge betrachtet wird, ist die
Integrabilitdt von f nach wie vor unklar.

Man bendétigt noch:

Satz 9.1. Fir eine beschrdnkte Funktion f: I — R gilt

Zu jedem € > 0 qibt es eine
feR() < Zerlegung Z von I mit

Sz(f) = Sz(f) <e.
Konsequenz. Die Funktion f(x) = z ist auf I = [0, 1] integrierbar mit

1
1
/xdx:—.
0 2

Rechenregeln fiir integrierbare Funktionen.

Satz 9.2. Es seien f, g € R(I) und o, B € R. Dann gilt:
i) aof +Bg € R(I) mit

I(af + Bg) = oZ(f) + BL(g) -
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ii) fg € R(I).

)

jid) 1] € R(I), wobei |f](x) = | f(z)].

iv) Ist |g| > ¢ fiir eine Konstante ¢ > 0, so ist auch f/g € R(I).
)

v) Ist fiir alle x € I die Ungleichung f(x) < g(x) richtig, so folgt

I(f) <I(yg) .
vi) [Z(f)] < Z(|f]).

Aus Satz 9.2 folgt insbesondere die Integrierbarkeit von Polynomen
auf [a, b].

Die Frage nach weiteren bekannten Funktionenklassen in R(I) beant-
wortet
Satz 9.3. Fir eine beschrdinkte Funktion f: [a,b] — R gilt:

i) Ist f monoton, so folgt f € R(I).

it) Ist f stetig, so folgt f € R(I).

Bemerkung. Eine Funktion f € R([) kann auch iiber Teilintervalle
integriert werden im Sinne von:

i) f ist auch auf jedem Teilintervall I’ C I integrierbar.

i1) Ist I in endlich viele Teilintervalle Iy, I, ..., I, zerlegt, die
hochstens Randpunkte gemeinsam haben, so gilt

[ #ayar = Z / f(z) da

9.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das Binde-
glied zwischen diesen beiden Disziplinen und gleichzeitig ein starkes
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Instrument, um Integrale analytisch auszurechnen.
Die Idee des Satzes sei hier anhand eines einfachen Beispiels erldautert:

Man betrachte fiir z > 0 die Funktion f(z) = az, a > 0, den Fliachen-
inhalt (o > 0)

Alzo) = / f() da
0
und ebenso fiir h > 0

ro+h
A(zo+ h) = /0 f(z) do .

Untersucht werden soll die relative Anderung “AA/Axz”, d.h. gesucht
ist der Differenzenquotient von A an der Stelle z,

%[/Oxﬁhf(x) dz — /Oxof(a:) dz

f(=z)

A(zo)

Wy Zo + h
Abbildung 9.4: Zum Haupsatz der Differential- und Integralrechnung.

Die Differenz A(xy+ h) — A(xg) setzt sich zusammen aus dem Fliachen-
inhalt des in Abbildung 9.4 blau gekennzeichneten Rechtecks R und
dem des roten Dreiecks D. Der Flacheninhalt von R ist axgh, der von
D ist ah?/2.

Es ergibt sich
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% [/Oonrh f(2) do — /Oxo 1) d:l:] _ %[axoh + &7]12}

h=0 arg = f(xo) .

Die Ableitung des Fliacheninhalts A(xy) nach z( entspricht dem Funk-

tionswert f(xg).

Prézise sieht die Situation wie folgt aus:

Definition 9.3. Es seien F, f: [a,b] — R. Ist F differenzierbar
auf |a,b] und gilt F'(x) = f(x) fir alle x € |a,b], so heifst F eine
Stammfunktion von f.

Bemerkungen.

i) Mit F' sind auch alle Funktionen Fo = F(z) + C, C' € R, Stamm-
funktionen von f.

i1) Die Differenz zweier Stammfunktionen einer Funktion f ist kon-
stant.

Satz 9.4. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Die Funk-
tion f: I =a,b] = R sei stetig.
Dann gilt:

i) Die Funktion
F(x) ::/ f(t) dt
ist eine Stammfunktion von f(z).

i) Ist F(x) € CY(I) eine Stammfunktion von f(z), so gilt

/abf(t) dt = F(b) — F(a) =: [F(x)} — F(x)[.
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Bemerkungen.

i) Die Gesamtheit aller Stammfunktionen einer stetigen Funktion f
heiffit das unbestimmte Integral der Funktion f.

Notation:

{F : F ist Stammfunktion von f} =: /f(x) de = F(z)+C .

i1) Das Aufsuchen einer Stammfunktion wird als Integration von f
bezeichnet. Nach dem Hauptsatz macht die Differentiation die
Integration wieder riickgéngig.

Beispiele.

i) Als ein einfaches Beispiel sei hier die Funktion f(x) = 2™, n € N,
betrachtet. Diese hat eine Stammfunktion

xn—i—l
F(r) =
(z) n+1’
woraus
b 1
/ 2 dp — [an _ an+1}
a n+1
folgt.

i1) Ohne Beweis sind in Tabelle 9.1 einige unbestimmte Integrale auf-
gelistet.

9.3 Integrationstechniken

In diesem Paragraphen werden einige Integrationstechniken angespro-
chen, die die Integration in konkreten Féllen ermoglichen.

9.3.1 Einfache Integrationstechniken
Es seien f, g stetig auf [a,b]. Dann gilt (auf [a, b))

)/cf da:—c/f der, ceR,



118 Integralrechnung in einer Verédnderlichen

f(zx) /f(x) dz giiltig, falls
1
k k+1 _
x k+1x +C keZ, k#—-1, z€R
1
- In(|z|) + C r#0
x L:UO‘H—I—C a#—-1, >0
a+1 ’
e’ e’ +C reR
a/(lf
a® +C reR, 0<a, a#1
In(a)
sin(z) —cos(z) +C relR
cos(z) sin(x) + C relR
tan(zx) —In(] cos(z)|) + C r# 2k+1)r/2, keZ
cot(x) In(|sin(x)|) + C rv#kr, kel
1
1
T(;L‘) —C0t<$) +C €T 7& l{7T, keZ
sin
L in(z) + C l<z<1
arcsin(x —-l<z
Vi
! arccos(x) + C —-l<z<1
V1 — a2
1
T2 arctan(z) + C reR

Tabelle 9.1: Einige unbestimmte Integrale.
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i) [ (1) + g do = [ f@)dot [ glo) d,

) / ]Ji/((;;)) dz = In(|f(z)|) + C, falls f keine Nullstellen hat,

wobei in der letzten Zeile auch f als stetig angenommen wurde.

Beispiele.
i) Mita; e R, j=1,...,n,ist
$j+1

e :” . J :’” ,
/{jz;a]x}dx jz;aj/x dz jz:;ajj-i—l—i_c'

i1) Es sei f(x) = tan(z), x € [a,b] C (—7/2,7/2). In diesem Intervall
hat der Kosinus keine Nullstelle und wegen cos(z) > 0 fiir alle
xr € (—m/2,m/2) gilt

/tan(x) dr = /:;I;(é; dr = —/%dx

= —In(cos(z)) + C .

9.3.2 Partielle Integration

Hierbei handelt es sich um die Folgerung aus der Produktregel.

Satz 9.5. Sind f, g: [a,b] — R differenzierbar (mit stetigen Ableitun-
gen), so gilt

/fmw@wn::ﬂmmw—/fwmuwm,

/abf(x)gl(x) dz = [f(:c)g(a:)}z — /ab F(2)g(z) dz .

Beispiele.

i) Mit f(z) =z und ¢'(x) = e* folgt

/:cexda:=xex—/6xdx=xex—ex+0.
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i1) Mit f(z) = In(z) und ¢'(z) = 1 ergibt sich auf [a,b] C (0, c0)

/ = /ln(a:)l dz = ln(x)x—/éx dz

= zln(z) —x+C'.

iii) Ist f(x) = ¢'(x) = cos(x), so sieht man

/cosz(:v) dez = /cos(:z:) cos(z) dx

= cos(x)sin(x) +/sin2(a:) dz

= sin(z) cos(x /1dx—/cos

/0082(:13) dr = %[sm(:p) cos(z) +xz] +C .

also

9.3.3 Substitutionsregel

Die Regel zur Substitution ist eine Folgerung aus der Kettenregel.

Satz 9.6. FEs sei f: |a,b] — R stetig und g: [c,d] — [a,b] sei differen-
zierbar (mit stetiger Ableitung). Dann gilt fir alle ty, t; € [c, d]

g(t1) t1
/ fa)yde= [ Fla(t)g'(t) dt

(o) to
Fiir die Substitutionsregel gibt es zwei Lesarten:
Erste Lesart.

Hier ist ft ) dt gesucht, wobei angenommen sei (f, g wie oben)

h(t) = f(g(t))g'(t) .

i g(t1)
/ h(t) dt = / f(x) dx .
to g(to)

Dann gilt
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Kann dabei die rechte Seite explizit berechnet werden, so ist auch die
linke Seite bekannt.

Beispiel. Gesucht sei
1
/ (1+t*)"t dt .
0

Die Funktion h(t) := (1 + t?)"t l4sst sich in der Form

h(t) = %(1 +t2)”%(1 +2)

schreiben, also

2h(t) = f(g9(t))g'(t)
mit f(z) = 2" und g(t) := 1+t
Es folgt

! 2\n _ 1 ! /
[aserea = 5 [ rowgo a
1 2

= 5/1513”(1513

xn—&-l 2 2n+1 -1
2(n + 1)’

1 2n+1)°
Zweite Lesart.

Man lese die Substitutionsregel von links nach rechts, d.h. gesucht ist
[2* f(z) da durch geeignete Variablentransformation.
0
Mit anderen Worten ist eine Transformation
x:g(t)a tOStStla
gesucht, die die Eigenschaft
ro=g(tg) und 1z = g(t1)

haben muss.
Hierbei sei ¢: [to,t1] — [xo,21] (0.E. gelte ¢y < t; und zy < 1)
differenzierbar (mit stetiger Ableitung) und bijektiv (etwa ¢'(t) > 0
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fir alle t € [to, t1]).

Bezeichnet dann ¢ := ¢g~! die Inverse von g, so gilt mit ¢y = ¥ (z) und

t1 = (z1)

o (1)
[ rwae= [ Csaogw e

Bemerkung. Das formale Vorgehen sieht wie folgt aus: Man substitu-
iert © = g(t) in fx‘? f(z) dz und schreibt in der Leibnizschen Weise

Jgt) = % , also  dr=g4(t)dt.

Die untere Integrationsgrenze xy = g(ty) wird zu ty = ¥ (xg), die obere
transformiert sich analog.

Beispiel. Gesucht sei zu fixiertem r > 0

/r\/r2—x2dx.
0

Es bietet sich die Substitution

x = g(t) :=rsin(t) , O§t§g,
an, wobei ¢'(t) = r cos(t). Man beachtet (¢ = g71)
T
Es folgt
T /2
/ Vvr2—ax2der = / \/7“2 — r2sin®(t) rcos(t) dt
0 0
2 /2 7T7“2

— 2 —_
= 7“/0 cos”(t) dt T

9.3.4 Partialbruchzerlegung

Mithilfe einer sogenannten Partialbruchzerlegung kénnen gebrochen-
rationale Funktionen (vgl. Abschnitt 3.4.1)

——, p, q Polynome vom Grad m bzw. n ,

_ p(@)
0= 4w)
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aufintegriert werden.

Die préazise Darstellung aller moglichen Félle erfordert eine etwas
technische Notation. Zum prinzipiellen Verstdndnis geniigt es aber
bereits, sich von den folgenden Beispielen leiten zu lassen.

Falls notig: Polynomdivision.

Wie in Kapitel 3.4.1 kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit ange-
nommen werden, dass

grad p < grad ¢,

denn ansonsten wird eine Polynomdivision vorgeschaltet.

Beispiel. Ist

23+ 322 —4x + 2
flx) = ,

w—x?—x+1

so liefert die Rechnung

f(a) 402 — 3 + 1
.’L’ =
\(7 BP—?—x+1’
p(a)/q(x)

es ist also

=r(z @
) =r@@)+7 05

wobei das Polynom r(z) elementar zu integrieren ist und wobei
grad p < grad q gilt.
Nullstellen von ¢ mit Vielfachheit 1.

Beispiel. Es sei

q(r) 222 —6x+4

Zunéchst sucht man die Nullstellen x;, x5 des Nennerpolynoms g:
I = 1, T — 2.
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Beide Nullstellen sind verschieden und haben die Vielfachheit 1,
d.h. ¢(z) kann als

q(z) =2(x - 1) (z—-2) =2(x - 1)(z — 2)

in Linearfaktoren zerlegt werden.

In dieser Situation macht man den Ansatz:
p(x) A B
— T )
g(z) -1 x+42

Dieser liefert
p(z) x
q(z) 2(x — 1)(z —2)

2A(x —2)+2B(x — 1)
2z — 1)(z — 2)

_ x(2A+2B) + (—4A - 2B)
2(x — 1)(x —2) '

Ein Koeffizientenvergleich zeigt

2A+2B = 1,
—4A—2B = 0,

mit der Losung (Probe!)

Insgesamt ist

2 1/ 1 1
dz = —- d d
/2x2—6x—|—4 v 2/35—1 x+/x—2 v
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Nullstellen von ¢ mit Vielfachheit 2 und groéfler.

Beispiel. Es sei
p(x) 2 +1
q(z) ¥ =222+

Zunichst werden wieder die Nullstellen z1, 9, x3 des Nennerpolynoms
q gesucht: ©1 =0, xo =1, x3 = 1.

Die Nullstelle 1 = 0 hat die Vielfachheit 1. Die Nullstellen zo = 23 = 1
sind gleich, d.h. 1 ist Nullstelle der Vielfachheit 2: g(x) wird als

q(z) =2 (x —1)* = 2(x — 1)

in Linearfaktoren zerlegt.

Nun macht man den Ansatz:

p(z) A B C
q(x)_x+x—1+(x—1)2'

Dieser liefert
p(z) 2+ 1
q(z)  a(z—1)

A(x — 1>+ Bx(x — 1) + Cx
z(x —1)2

2> (A+B)+x(—2A—B+C)+ A
x(x —1)2 '

Aus einem Koeffizientenvergleich folgt

A+B = 1,
—2A—-B+C = 0,
A =1

mit der Losung (Probe!)
A=1, B=0, C=2.
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Insgesamt ist

2?4+ 1 2
de =1 - —+C.
/x3—2x2+:1: v =Infz] x—1+

Irreduzible quadratische Polynome.

Beispiel. Es sei

qglz) 23 —a224+x—1"

Bei der Suche nach Nullstellen des Nennerpolynoms findet man nur
die eine Nullstelle 1 = 1 der Vielfachheit 1.

Das Polynom zerfillt nicht in Linearfaktoren und kann lediglich in der
Form

q(z) = (x = 1)(a” + 1)
zerlegt werden, wobei 22 + 1 irreduzibel ist, d.h. keine reelle Nullstellen
hat.

Der Ansatz lautet in diesem Fall
pr) A N B+ Cx
qlzr) -1 22+1

und fihrt auf

p(x) 1
q() (x —1)(22 + 1)

A(@*+1)+B(x—1)+ Cx(x — 1)
CEDICESY

2> (A+C)+x(B—-C)+ (A— B)
G D@D

Hier ergibt ein Koeffizientenvergleich

A+C = 0,
B-C =0,
A—-B =1



Integralrechnung in einer Verdnderlichen 127

mit der Losung (Probe!)

1 1
2’ 2
Man berechnet damit
1 1 1 1
/:L’3—x2—|—x—1 dx:51n|:1:—1\—Zln(|x2—|—1|)—iarctan(x)—kC.

9.4 Uneigentliche Integrale

Bisher wurden fiir die Integration stets zwei Einschrinkungen ange-
nommen:

i) Das Integrationsintervall I = [a,b] beschrankt (und abgeschlos-
sen).

i1) Auch die Funktion f: I — R ist beschrinkt.

In diesem Abschnitt geht es darum, ob auch Intergale wie
00 1
2 dx
e ¥ dr oder e
/0 /0 V1— a2
sinnvoll definiert werden koénnen.
Fall I. Unbeschrinktes Integrationsintervall.
Es sei I = [a,00) und f € R([a,b]) fiir alle b mit a < b < oo. Die

Funktion f heifit dann lokal integrierbar.
Fiir alle b € I existiere also das bestimmte Integral

/abf(x) dz .

Definition 9.4. i) Falls der Grenzwert

b
lim/ f(z) dz

b—oo
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existiert, so heifit dieser das uneigentliche Integral von f iiber
la, 00).

Spechweise: Das uneigentliche Integral existiert oder konvergiert.

Notation:

b
/f x—hm f(z) dz .

Andernfalls heifst faoo f(z) dz divergent.

i1) Das uneigentliche Integral faoo f(x) dz heifit absolut konvergent,
falls [ |f(z)| dz konvergiert.

Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz des uneigentlichen
Integrals.

Bemerkungen.

i) Uneigentliche Integrale der Form
b
| @ a

i1) Ein uneigentliches Integral der Form

| reyas

konvergiert, wenn fiir ein beliebiges a € R sowohl [ f(z) dz als
auch [ f(z) dz konvergiert.

sind analog zu diskutieren.

Es ist dann

/_Zf(:c) dz = /aoof(x) d:z:+/_;f(x) dz

Existiert eines der Integrale [ f(z) dz, [°_ f(z) dz nicht, so
kann trotzdem der sogenannte Cauchysche Hauptwert existieren
(vgl. Ubungen).
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Wie iiblich ist die Konvergenz mit Hilfe geeigneter Kriterien zu iiber-
priifen. Von besonderer Bedeutung ist

Satz 9.7. (Majoranten- Minorantenkriterium,)
Es sei f: I =la,00) = R lokal integrierbar.

i) Ist fir alle x € I die Ungleichung |f(z)| < g(x) richtig und ist
faoog(x) dx konvergent, so ist faoo f(z) dz absolut konvergent.

i1) Gilt umgekehrt 0 < g(z) < f(x) fir alle x € I und divergiert das
uneigentliche Integral [ g(x) dz, so divergiert auch [ f(z) dz.

Beispiele.
i) Esist fir alle 1 < b < o0
(1 1
= 1—04x0‘1’1
ln(\x\)}ll) falls a=1,

b dx falls aa# 1,

T

bl —1
= X l—«
In(b) falls a=1.

falls a # 1,

Demnach ist

*dr i}
— divergent fiira <1.
I

Es ist aber

T o —

o 2
/ e v dx
0

beachtet man zunichst, dass z° > 2z — 1 aus (z — 1)? > 0 folgt,
d.h. fiir alle z > 0 gilt

*d 1
/ - fir aa>1.
1 1

i1) Zur Analyse des Integrals

e < el = g(x) .
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Weiter ist fiir alle 0 < b

’ d ’ 1-22 4 | L 2
r)dr = e “dr=—=e" =—(1—-e7),
/O 9() /0 s¢ ), = 3 )
die Funktion g ist somit eine konvergente Majorante von e~ und

das Majorantenkriterium impliziert die (absolute) Konvergenz
von [ e du.

Fall I1I. Unbeschriankte Funktionen.

Es sei nun f: I = [a,b) — R bzw. I = (a,b] — R auf allen kompakten
Teilintervallen von [a,b) (bzw. von (a,b]) integrierbar, aber nicht
notwendigerweise fiir “z — b~" (bzw. fir “z — a™) beschrinkt.

Definition 9.5. Es sei f wie oben.

i) Falls der Grenzwert

lim /5 f(x)dx bzw. lim /bf(x) dz
a 3

E—b— E—at

existiert, so heifit dieser das uneigentliche Integral von f iiber I.

Spechweise: Das uneigentliche Integral existiert oder konvergiert.

/abf(x) dz

Andernfalls heifst f; f(z) dz divergent.

Notation:

i1) Das uneigentliche Integral f;f(x) dx heifst absolut konvergent,

falls fab |f(x)| dx konvergiert.

Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz des uneigentlichen
Integrals.

Bemerkung. Im Fall IT gelten analoge Bemerkungen und Kriterien
wie im ersten Fall (insbesondere das Majorantenkriterium).
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Beispiele.
i) Fir 0 < ¢ <1 ist

/;%: [2\/5}2:2—2\/5510>+2,

demnach ist
U dz B
0 VT

insbesondere ist das Integral konvergent.

2,

ii) Analog folgt die Konvergenz von (vgl. Ubung)

1

1

/dx: imFall O0<a<l1
g x“ 1l -«

und die Divergenz dieses unbestimmten Integrals im Fall v > 1.

9.5 Numerische Integration

Obwohl etwa jede stetige Funktion nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung eine Stammfunktion besitzt, ist diese
héufig nicht explizit darstellbar.

Selbst elementar aussehende Integrale wie

/ e dz

konnen nur nidherungsweise bestimmt werden.

Die erste Idee zur numerischen Approximation von

b
aﬂzfﬂmm

ist es, den Integranden f durch ein Polynom p,, vom Grad n zu appro-

ximieren und )
/ pn(z) do
a

als Naherung zu berechnen.
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Erster Schritt.

Im einfachsten Fall n = 1, der sogenannten Trapezregel (und nur

diese soll hier kurz diskutiert werden), approximiert man f; f(z) dx
durch die “Flache unter der Verbindungsstrecke zwischen (a, f(a)) und
(b, f(b))” (vgl. Abbildung 9.5).

Abbildung 9.5: Zur numerischen Integration.

Man approximiert also recht grob

/ fleyde ~ P22 (@) + 1))

Nur im Fall einer affin lineraen Funktion f(x) = ax + b stimmt die
Approximation mit dem tatséchlichen Wert iiberein, ansonsten kann
der Fehler noch recht grof3 sein.

Zweiter Schritt.

Das Intervall [a,b] wird nun in N Teilintervalle [z; 1, 2;],i =1, 2, ...,
N, gleicher Léange unterteilt:

h—
ri=a+1 =:a+th, 1=01,..., N.

N

Auf jedem dieser Teilintervalle wendet man dann die Trapezregel an.
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Als Approximation ergibt sich die Trapez-Summenregel (vgl. Abbildung
9.6)

/abf(:v) dz

T(f,h) =

Q

||'M2
N |

[f(ilfz' 1) + f(fl?z)}

[% fxo) + f(zy) + f(za) + ... flen_y) + f(JUN)}
h[57(@)+ fla+h) + Fla+2m) +

1
+f(b—h)+§f(b)}-

@
£®) T

fla)T

\\Y

Abbildung 9.6: Zur Trapez-Summenregel.

Beispiel. Eine Ndherung von fol 7z d iiber die Trapez-Summenregel

mit N =4 ist
550+ 1) +1(3) +1(7) + 0]

T(f.h) =
[0+116+14+316+
417 25 425

—_

1
A
1
: }::(1341323529....

A |
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Kapitel 10

Lineare GGleichungssysteme: Das
Gaufische Eliminationsverfahren

Bei der Bearbeitung konkreter Problemstellungen in allen Anwen-
dungsbereichen der Mathematik begegnet man immer wieder linearen
Gleichungssystemen, deren Beherrschung in der Regel als selbst-
verstindliches Werkzeug vorausgesetzt wird.

In diesem Kapitel wird das sogenannte Gaufische Eliminationsverfah-
ren zur expliziten Losung linearer Gleichungssysteme vorgestellt.

Die Idee und die Durchfithrung des Verfahrens ist recht einfach. Die
mathematisch “saubere” Formulierung sieht hingegen eher technisch
aus, ohne tiefere Einsichten zu bringen.

Deshalb wird das Verfahren hier im Wesentlichen anhand von Beispie-
len erlautert.

Fragen nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer
Gleichungssysteme werden in diesem Kapitel noch nicht systematisch
untersucht, da diese im Kontext von 12 in natiirlicher Weise beantwor-
tet werden konnen.

Ein lineares Gleichungssystem.

Es seien n, m € N und m < n. Ein lineares Gleichungssystem aus n
Gleichungen in m Unbekannten (d.h. gesuchten Groéfien) xq, xo, ..., Ty

135
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sieht wie folgt aus:

a1171 + a19T9 - - - + a1 Ty = by
a91T1 + ATz - -+ + Ao Ty, = bo
an11 + ana2To -+ - + AnmTm = bn .

Dabei sind fiir 1 < 4 < n und fiir 1 < j < m die a;; € R (die
Koeffizienten) und die b; € R (die rechte Seite) gegeben.

Beispiele.
i) 3 Gleichungen in 3 Unbekannten: Man betrachte die Gleichungen

(a)

ry + 2x9 + x3 =1
sl + x3 =
To + x3 = 3,
(b) sowie fiir fixiertes A € R
1 + 229 + x3 =1
1 + T3 = 1
2r7 + 29 + 2.’E3 = A\

i1) 2 Gleichungen in 4 Unbekannten:

r1 + 229 + 23 + x4 = 0
I -|—$3 = 2.

Schematische Darstellung.

Die Koeffizienten und die recht Seite werden schematisch abgeordnet:

air a2 ... Gy | b1
as1 A922 ... A9y bQ
Anl Ap2 .. Qpm | On

In den Beispielen sieht das wie folgt aus:
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i) (a)

O = =
_ O N
—_ =
W N =

—_ =
(el \V)
—_
—_

"}
\V}
>

i)
1211
1010

Elementare Zeilenumformungen.

)

Die Losungsmenge (d.h. die Menge aller moglichen Losungen) eines
linearen Gleichungssytems &dndert sich sicherlich nicht, wenn
i) die Reihenfolge der Gleichungen geandert wird, d.h. wenn

zwel Zeilen vertauscht werden;

i1) das Vielfache einer Gleichung betrachtet wird, d.h. wenn
eine Zeile mit 0 # A € R multipliziert wird;

i1i) eine Gleichung bzw. deren Vielfaches zu einer anderen Gleichung
addiert wird, d.h. wenn

das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird.

Bemerkung. Elementare Zeilenumformungen beziehen sich natiirlich
auch auf die rechte Seite: Die Operationen sind auch auf die entspre-
chenden b; anzuwenden.

Ziel.

Durch elementare Zeilenumformungen soll das Schema — falls moglich
— in Zeilenstufenform gebracht werden, anhand derer die Losungen
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direkt abgelesen werden konnen.

Ein Schema in Zeilenstufenform sieht wie folgt aus:

(1 a2 ... Qip-1) A1 Qipg1) --- Qim §1 \
0 1 .. Gypn) Gz g1y --- Gom | b
00 ... 0 1 Gpyry - G| b
00 ... 0 0 0 ... 0 by
S : : : b b

\0 0 ... 0 0 0 ... 0]b,

Zur Losung der Beispiele.

i) (a) Aus
1 2 11
1 0 1|2
0113
wird durch Vertauschung der zweiten und dritten Zeile
1 2 111
0113
1 0 1|2

(o

Wird von der dritten Zeile
im néachsten Schritt

ie erste Zeile abgezogen, so folgt

2
1

OO =
O = =
— W

—2

Nun kann das zweifache der zweiten Zeile zur dritten Zeile ad-
diert und das Ergebnis durch zwei geteilt werden. Man erhélt

o O =

2
1
0

—_ =

1
3
7/2
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In dieser Form kann sukzessive von unten nach oben vorge-
gangen werden. Man liest ab:

7
xr3 = 57
1
Ty = 3—373:—5,
3
IrT = 1—2$2—$3:—§.

Abschlielend bestétigt eine Probe die Rechnungen.

Bemerkung. Die Wahl, die Anzahl und die Reihenfolge der

elementaren Zeilenumformungen nicht eindeutig.

Im Schema

zieht man beispielsweise von der dritten die zweite und die
erste Zeile ab:

Hier wird bereits deutlich, dass das System fiir A # 2 nicht
16sbar ist.

Es sei also A = 2. Dann ergeben die Subtraktion der zweiten
Zeile von der ersten und die Division durch 2 die finale Form

1 2 1|1
0100
0000

Hier ist zu erkennen, dass x3 beliebig gewahlt werden kann.
Man schreibt beispielsweise

x3 =1 fiir beliebiges t € R .

Weiter folgt
T9 — 0
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sowie
xr1 =1—1t fiir beliebiges t € R .

Wieder kann das Ergebnis mittels einer Probe verifiziert
werden.

Bemerkung. Wie in diesem Beispiel folgt aus obiger Zeilen-
stufenform:

Ist Z;k =0 fiir ein r + 1 < k < n, so ist das Gleichungssystem
nicht losbar.

i1) Hier transformiert sich

12110

10102
nach der Subtraktion der zweiten Zeile von der ersten und nach
der anschlieffende Division durch 2 auf

121 110
010 1/2/-1)"

Sowohl z,4 als auch x3 konnen beliegig gewéhlt werden:

xry = t fiir beliebiges t € R,
r3 = s fiir beliebiges s € R,

d.h. fiir beliebige s, t € R (Probe!)

9 = —1—2,
T = 2—s.

Elementare Spaltenumformungen.

Nicht immer ist es moglich, durch elementare Zeilenumformungen ein
Schema in Zeilestufenform zu produzieren.

Beispiel. Das Schema zum Gleichungssystem

1+ T +ax3 = 1
T3 — 2
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11 1)1

0012/
Um formal eine Zeilenstufenform zu erhalten, miissen die zweite und
die dritte Spalte vertauscht werden.

lautet

Vorsicht. Ein Vertauschung von Spalten bedeutet eine Umnummerie-
rung der gesuchten x;.

Aber auch in obiger Form koénnen die Losungen sukzessive abgelesen
werden. Es ist

T3 = 2 )
r9 = t fiir beliebiges t € R,
r1 = —1—1t fiir beliebiges t € R .
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Kapitel 11

Der Vektorraum R"

11.1 Vektorraume

Frage: Was ist ein Vektor?

Unter einem (freien) Vektor im R” stellt man sich eine gerichtete Grofie
(einen Pfeil) vor (als typisches Beispiel eine Kraft im R?), die durch
Léange und Richtung gekennzeichnet ist.

Freie Vektoren, die durch Parallelverschiebung ineinander {iiberfiihrt
werden konnen, werden als gleich angesehen.

Abbildung 11.1: Parallelverschiebung freier Vektoren.

Dementsprechend kann ein Vektor so verschoben werden, dass sein An-
fangspunkt im Koordinatenursprung, dem Nullpunkt, liegt.

Damit ist ein Vektor im R" durch die Lage seines Endpunktes,
d.h. durch die Koordinaten (oder Komponenten) seines Endpunktes,
charakterisiert.

Mit anderen Worten: Es handelt sich um ein Element x des kartesischen

143
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Produktes

R"'=RxRx--- xR,

n-mal

wobei x in der Regel als Spaltenvektor (geordnetes n-Tupel) geschrieben
wird:

L1

L2
r1, To, ..., Ty €R.

|4
I

Die Komponenten werden geometrisch durch die Projektionen auf die
Koordinatenachsen beschrieben.

T3

Wo .

un L

Abbildung 11.2: Der Vektor w mit den Komponenten w,, w, im R?.

Anschaulich werden Vektoren in einem Kréfteparallelogramm addiert
(vgl. Abbildung 11.3).

Ebenso konnen Vektoren durch Multiplikation mit einem Skalar ge-
streckt oder gestaucht werden.
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Abbildung 11.3: Ein Kréafteparallelogramm.

Es ist dabei (x, y € R", c € R)

Ccx1 —I1

CT2 —I2
X = . 9 —X = )

CTp, —T,
T1+ U1 0
To + 0

X + X — ? . V2 ’ Q — .
Tn + Yn 0

Antwort: Ein Vektor ist ein Element eines Vektorraums.

Definition 11.1. Es sei K =R oder K = C und V' eine Menge. Ferner
existiere ein Addition +,

+: VxV-=>V,
(v, w) = v+w
und eine Multiplikation mit Skalaren -,

KxV =V,
(Av) = Av,
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sodass qilt:
V1: (V,+) ist eine kommutative Gruppe, d.h.:
(a) Es gibt ein neutrales Element O € V' mit

XxX+0=x firalexeV.

(b) Zu jedem x € V existiert genau ein inverses Element, bezeich-
net mit (—x), sodass

x+(-x)=0.
(¢c) Fiir allex, y, z €V gilt
(x+y)+tz=x+(y+z) (Assozialivgesetz).
Fiir alle x, y € V' gilt

x+y=y+x (Kommutativgesetz) .

V2: Es st
lv=yv

und es gelten die Assoziativ- und Distributivgesetze (A, p € K, x,
yevV)

x=A(p
x) + (u
Ax+y)=0Ax)+ Ow

Dann heifit (V,+,-) ein Vektorraum oder linearer Raum iiber dem
Korper K.
Die Elemente eines Vektorraums heifien Vektoren.

Bemerkung. Die Einschriankung K = R oder K = C ist nicht
notwendig zur Definition eines Vektorraums. Im Allgemeinen muss K
lediglich eine Korperstruktur haben (vgl. Abschnitt 2.2).

Beispiel. Der R” ist ein R-Vektorraum (siche oben).
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Alle nachfolgenden Betrachtungen beschrinken sich auf dieses Beispiel
V =R"

Lineare Abhingigkeit von Vektoren.

Ein Vektor w € R™ heifit Linearkombination von k Vektoren vV, v,
, v(®) im R, falls er als Summe von Vielfachen der v(¥) geschrieben

werden kann: .
w=>) Ny
i=1

fiir reelle Zahlen i, Ao, ..., Ap.

Beispiele.
i) Im R3 seien die drei Vektoren
1 0 0
g(1) — | o0 : 9(2) — |1 : 9(3) — 1o
0 0 1

gegeben.

(a) Der Vektor e® (analog eV, e®) kann nicht als Linearkom-
bination von e und e® geschrieben werden, da fiir alle A,
Ao € R gilt
A1
e + e = Ay | £
0

(b) Gleichbedeutend ist, dass der Nullvektor O nur mit der Wahl
A = Xy = A3 = 0 als Linearkombination von eV, @ e
geschrieben werden kann:

3
Q:ZA@@@AFO fiiri=1,2,3.
=1

i1) Nun seien die Vektoren

1 0 1
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gegeben.

(a) Hier gilt beispielsweise

v —y® _ @)

(b) Der Nullvektor kann geschrieben werden als

Definition 11.2. Die Vektoren vV, v?, ... v(%) im R" heiflen linear
unabhdngig, falls aus

zwingend folgt
AM=Xd=---=X=0.

Andernfalls heiffen die Vektoren linear abhdngig.

Beispiele.

i) Betrachtet sei der R? mit den Vektoren

1 1 0
1 _ 2 _ (3) _
=) =) = (1)

v+ (~Dy® + (-2)v¥ = 0
folgt, dass die Vektoren linear abhéngig sind.

i1) Sind die Vektoren

Aus

2 1
vih=10 : vd =1
0 1
im R3 gegeben, so gilt
2 1
0=\ 0 + Ao 1 = 22+ X =0, A=0
0 1

= )\1:>\2:0,
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was die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren beweist.

Dimension und Basen des R™.

Im R" seien die Vektoren

/(1)\ /g\ (g\
! ; !

Lo Lo 1

betrachtet.

Es ist leicht nachzupriifen, dass diese n Vektoren linear unabhéngig
sind.

Andererseits kann als Ubung gezeigt werden, dass es im R” keine n + 1
linear unabhéngige Vektoren geben kann.

Das motiviert

Definition 11.3. i) Die mazimale Zahl linear unabhdngiger Vekto-

ren eines Vektorraumes V' heifst die Dimension des Vektorraumes,
dim V.

Es ist also dim R" = n.

i1) Es sein die Dimension eines Vektorraumes V.
Dann  heifit jedes n-Tupel (vV,v® ... v(") won linear un-
abhdngigen Vektoren aus V' eine Basis von V.
Die obige Basis (e, e®,... eM™) des R" heift die kanonische
Basis oder die Standardbasis des R".

Beispiel. Es seien

1 1 1
X(D =10 , 2(2) =11 : vl =11 |er’.
0 0 1
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Dann ist (y(l),y(2),y(3)) eine Basis des R? (Ubung).

Darstellung eines Vektors bzgl. einer gegebenen Basis.

I
Ist x = : € R" beliebig, so gilt
Ty,
x — e — e — - — 2, =0, bzw. x=) ze,
1=1

d.h. jeder Vektor x ist eine eindeutig bestimmte Linearkombination
der Basisvektoren (e, e, ... e™).

Gleiches gilt fiir beliebige Basen:

Ist (v(V),v®) ... v(") eine Basis des R", so existieren zu jedem v € R
eindeutig bestimmte Koeffizienten Ay, A9, ..., A, € R mit

v=>) Mvi?.
k=1

Diese Koeffizienten heiflen Koordinaten von v bzgl. der Basis
(vD,v® . v,

Beispiel. Im R? seien wieder

1 1 1
0 0 1
1o
Dann kann jeder Vektor x = | x2 | € R? eindeutig geschrieben wer-
T3

den als
x = (a1 — $2)X(1) + (z2 — 503)2(2) + $3X(3) :

11.2 Norm und Skalarprodukt

Im Vektorraum R” konnen (wie es der anschaulichen Vorstellung im
R3 entspricht) Lingen und Winkel gemessen werden.
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Dies geschieht mithilfe der Fuklidischen Norm bzw. des Euklidischen
Skalarproduktes.

Der Vektorraum R"™ versehen mit dem FEuklidischen Skalarprodukt
heiflt der Euklidische Raum R"”. Manchmal wird dies durch die Schreib-
weise [E" verdeutlicht.

Wie werden Lingen gemessen?

Wenn eine Grofle ||x|| die Lange eines beliebigen Vektors x € R™ messen
soll, dann muss sie sicherlich den folgenden drei grundlegenden Eigen-
schaften einer Langenmessung geniigen:

i) Die Léange eines Vektors ist immer grofier oder gleich Null und nur
der Nullvektor hat die Lange Null:
|x|| > 0 und ||x|| =0 < x = 0 fiir alle x € R".

i1) Wird ein Vektor um einen Faktor gestreckt oder gestaucht, so
andert sich die Ladnge um den Betrag dieses Faktors:

|IAx|| = [Al]|x]|| fir alle x € R™ und fir alle A € R.

iti) Es gilt die Dreiecksungleichung (vgl. Abbildung 11.4):
Ix+yll < lIx[ + [yl fiir alle x, y € R™.

Sind die Eigenschaften i) — #i7) erfiillt, so spricht man von einer Norm.

Im R" gibt es zahlreiche Normen zur Langenmessung. Die wichigste
Norm ist die Euklidische Norm, die der intuitiven Vorstellung ent-
spricht:

n 1

|z|| = (Zx?)z fiir alle x € R".

1=1

Die Eigenschaften ¢) und 47) verifiziert man leicht fiir die Euklidische
Norm, #i7) wird in Kiirze gezeigt.
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Zg

<
i
IN

N

Izl

<

T

Abbildung 11.4: Es gilt die Dreiecksungleichung ||y + z|| < [|y|| + [|z|-

Im Folgenden bezeichnet |[|x|| stets die Euklidische Norm, andere
Normen werden nicht betrachtet.

Wie werden Winkel gemessen?

Wesentlich fiir die Winkelmessung ist, dass die Euklidische Norm von
einem Skalarprodukt induziert ist.

Dabei bezeichnet ein Skalarprodukt im R" eine Abbildung, die zwei
Vektoren x, y € R" eine reelle Zahl zuordnet

(Notation : (x,y) oder x - y)
und fiir alle x, y, z € R" sowie fiir alle A € R die folgenden Eigenschaf-
ten hat:

i) (x,y) = (y,x) (Kommutativgesetz);

it) (x+y,2z) = (x,2) + (y,z) (Distributivgesetz);

iit) MX,y) = (AX,y) = (X, \y) (Assoziativgesetz);

iv) X # 0 < (x,x) > 0 (positive Definitheit).
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Alle diese Eigenschaften konnen fiir das Euklidische Skalarprodukt des
R™ (auch genannt das kanonische oder das Standardskalarprodukt) ve-
rifiziert werden:

n I Y1
j=1

Ln Yn

e R".

S
I

Andere Skalarprodukte werden im Folgenden nicht betrachtet.

Wichtige Beobachtung. Die Euklidische Norm und das Euklidische
Skalarprodukt sind fiir alle x € R" iiber die Gleichung

1
x|l = (x,x%)?

miteinander verbunden.

Ahnlich wie die Dreiecksungleichung ist die sogenannte Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung ein wesentliches Werkzeug der Analysis:

Satz 11.1. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fiir alle x, y € R™ gilt

[yl < [l Iyl -

Folgerung. Als Konsequenz der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
kann beispielsweise die Dreiecksungleichung gezeigt werden.
Fiir alle x, y € R" gilt ndmlich:

Ix+yl* = x+y.x+y) = [x|*+yl*+2(xy)
2
< P+ lyllP+ 20yl = (=l +llyl)” -

Nach diesen Vorbereitungen kann zur Winkelmessung der Cosinus
zwischen zwei Vektoren definiert werden.

Fiir alle x, y € R" definiert man

cos(x,y) := —@’ y)
N <1
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wobei die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
—1<cos(x,y)<1.

impliziert.

Bemerkung. Natiirlich muss diese Definition im Einklang stehen mit

i) der elementargeometrischen Definition des Cosinus (vgl. Abschnitt
3.4.3),

i1) der Definition des Cosinus als Potenzreihe (siche Kapitel 6 und
dort insbesondere die Diskussion von e%).

Dies mache man sich als Ubung klar.
Orthogonalitit von Vektoren.

Mit dem Cosinus ist der Winkel zwischen zwei Vektoren definiert
und als Spezialfall natiirlich auch, wann zwei Vektoren senkrecht
aufeinander stehen:

Zwei Vektoren x, y € R” stehen senkrecht aufeinander (oder sind or-
thogonal), falls

Beispiel. Betrachtet sei die Standardbasis (e, e, ..., e™) des R™.
Diese Basisvektoren haben die Lénge 1 und stehen senkrecht aufeinan-
der, d.h. fir alle i, j =1, 2, ..., nist

N 1 fiir i=j
(1) o)y — 5. .— J
e, e¥) =0 : {Oﬁirz’;&j,

wobei 0;; Kronecker-Symbol heif3t.
Aufgrund dieser Eigenschaft sind Rechnungen oft deutlich einfacher,
wenn die Koordinaten von Vektoren auf die kanonische Basis und nicht

auf eine beliebige Basis bezogen sind.

Allgemein gilt:
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Satz 11.2. Es seien £V, £&) .. £ e R" und fiir alle i, j = 1, 2,
.., n gelte o
<f(l)7f(.7)> — 0y .

i) Dann ist (Y, £2 . £ eine Basis des R".

Jede Basis mit obiger Eigenschaft heifst Orthonormalbasis (ONB)
des R™.

i1) Jeder Vektor x € R" ist bzgl. der Basis (f(l),f@), ..., £ eindeutig
als Linearkombination

dargestellt.
Beweis.
i) Man multipliziere "1 | \,f () = 0 skalar mit £*).

ii) Man multipliziere x = > ; aif @) skalar mit £*). H

Beispiel. Die Vektoren

- (1 =2 (-1 )
(1) B () er

stehen senkrecht aufeinander.
Nach der Normierung auf die Léange 1

1 =@ 1 1 1 =@ 1 —1
£V = —f :—< ),£<2>: £ :—( )
By V2Nt IE) 2\ 1

ergibt sich die Orthonormalbasis (£, f®) des R2.
Es ist beispielsweise (Probel)

(2) - () F (D) () 5 ()

_ By ey

V2o Ve
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11.3 Analytische (Geometrie

Geraden im R".

Bekanntlich ist eine Gerade ¢ bereits durch die Kenntnis von zwei
Punkten auf der Geraden vollstdndig bestimmt.

Liegen zwei verschiedene Punkte x(!) und x®® € R™ auf der Geraden g

und ist v = xU) —5(2), so lautet die Parameterdarstellung der Geraden:

g={xeR": x

Xo +tv, t € R} .

Dabei kann man sich ¢ als die Zeit und v als die Geschwindigkeit vor-
stellen, mit der die Gerade durchlaufen wird.

Da die Geschwindigkeit ein Vektor ist, gibt v insbesondere auch die
Richtung der Geraden vor.

Beispiel. Betrachtet sei die Gerade g im R?, die fiir a, b € R durch die

Punkte
0 1 9
(3) (ais)em

verlauft. Dann gilt fiir alle x € ¢
r1=1t, ro=b+ta firein t R,
d.h. als Funktionsvorschrift zo = f(x1) ergibt sich
r9 =axr;+b.

Zur Analyse von Ebenen im R? sind noch einige Begriffsbildungen
vorauszuschicken:

Unterraume des R".

Definition 11.4. Ist U eine Teilmenge des R", die selbst ein Vektor-
raum, ist, so heifst U ein Unterraum des R".



Der Vektorraum R™ 157

Typische Situation. Gegeben seien k Vektoren xV, x?, ..., x® ¢
R"”. Dann ist ihre lineare Hiille

ke
L= Spann(g(l),...,g(k)) = {Zaig(i) o eR i=1,2, ..., k}
i=1

ein Unterraum des R” (der von den xV) aufgespannte Raum).

Beispiel. Es sei n = 2 und

L—{oz(é): aER}.
In diesem Beispiel ist L die “z;”-Achse im R?.

Fiir die lineare Hiille L von k Vektoren im R" gilt
0elL, 0<dmL<n,
und

dimL =0 < L={0}, dimL=n < L=R".

Bemerkung. Wie in obigem Beispiel sind eindimensionale Unterrdume
des R" Geraden.

Da der Nullvektor in jedem Unterraum liegen muss, Geraden aber nicht
durch den Nullpunkt verlaufen miissen, gilt die Umkehrung nicht.
Geraden, die nicht durch den Ursprung verlaufen, sind affin lineare
Raume, d.h. es handelt sich um “verschobene eindimensionale Un-
terrdaume” .

Orthogonales Komplement.

Definition 11.5. Ist U C R" eine beliebige Menge, so heifit
Ut :={xcR": (x,u) =0 fir alle ue U}

das orthogonale Komplement von U.
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Ubung. Man mache sich klar, dass U~ stets ein Unterraum ist, auch
wenn U selbst kein Unterraum ist.

Beispiel. Es sei n = 3 und

Dann ist

L1

UL{X 9 ERS:x1+x2+2x30}
x3

und U+ ist die Ebene durch den Nullpunkt, die auf dem Vektor N

senkrecht steht.
In U~ liegen beispielsweise die Vektoren

1 2
v=|-1], w=| 0
0 —1

Diese sind linear unabhingig und spannen die Ebene U~ auf (vgl. Ab-
bildung 11.5).

Das Vektorprodukt im R?.

Ein Analogon zum Vektorprodukt in anderen Dimensionen gibt es
nicht.

Wie {iblich bezeichne (9(1), e 9(3)) die kanonische Basis des R3.

Definition 11.6. Das Vektorprodukt x im R3 ist die Abbildung, die
allen X, y € R3 einen weiteren Vektor im R? zuordnet,

c d

x Xy =eWl| T2 Mg | Ty @) L ‘
- Y2 U3 Y1 Y3 Y1 Y2
Dabei bezeichnet fir alle a, b, ¢, d € R
a b | ‘= ad — bc .
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L3
T2

1 N
e iR ////

T

I
i v
F w
UJ.
Abbildung 11.5: Das orthogonale Komplement von {IN}.
Eigenschaften. Das Vektorprodukt ist bestimmt durch
i) [x <yl = |x]| ly]l | sin(y)|, wobei ¢ den von x und y eingeschlos-

senen Winkel bezeichne, d.h.:

Der Betrag des Vektorproduktes liefert den Flécheninhalt des von
x und y aufgespannten Parallelogramms.

Insbesondere ist x X y genau dann Null, wenn x und y linear
abhéngig sind.

it) X X y steht senkrecht auf x und y.

i11) Es gilt die rechte-Hand-Regel:

Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung von x, der
Zeigefinger in Richtung von y, so zeigt der Mittelfinger senkrecht
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dazu in Richtung von x x y (vgl. Abbildung 11.6).

>4
X
[

Abbildung 11.6: Zum Vektorprodukt im R3.

Bemerkung. Das orientierte Volumen des von g(l), a® und a® im R?

aufgespannten Spates (vgl. Abbildung 11.7) berechnet sich zu

Diese Grofle heifit das Spatprodukt der Vektoren al), a®, a® ¢ R3.

O /

a®

Abbildung 11.7: Ein Spat im R3.

Rechenregeln. Fiir alle x, y, z € R3 und fiir alle A € R gilt:
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Vorsicht. Das Vektorprodukt ist im Allgemeinen nicht assoziativ,
d.h. im Allgemeinen gilt

XX (yxz)#(XXy)xz.
Dies sieht man etwa iiber den Entwicklungssatz
x X (yxz) = (x2)y— XYz

ein.

Ebenen im R3: Ebenen durch den Ursprung.

i) Analog zu einer Geraden im R?, die durch den Ursprung verliuft,
ist die Parameterdarstellung einer Ebene £ im R3, die durch den
Ursprung verlauft, durch zwei linear unabhéngige Richtungsvek-
toren v, w € R? bestimmt:

E={xecR: x=av+Bw, a, B ER}.
Es handelt sich um einen zweidimensionalen Unterraum des R3.

Beispiel. Es seien

1 0
v=|2],w=]|0]eR?
0 1

und wie oben (in abkiirzender Schreibweise)
E={av+pw: a, f€R}.

Der Unterraum FE, d.h. die Ebene durch den Nullpunkt, die von
den beiden Vektoren v und w aufgespannt wird, ist in Abbildung
11.8 dargestellt.

Bemerkung. Die Richtungsvektoren, die eine gegebene Ebene
aufspannen, sind nicht eindeutig bestimmt.

Als Ubung finde man im Beispiel zwei andere Richtungsvektoren,
die dieselbe Ebene aufspannen.
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T3

T

Abbildung 11.8: Die von v und w aufgespannte Ebene.

i1) Wie bereits anhand eines fritheren Beispiels dargelegt (vgl. Abbil-
dung 11.5), kann eine Ebene durch den Ursprung andererseits als
eine Menge der Form (ein Unterraum)

{N}, N#o0,
interpretiert werden, d.h. als die Menge aller Punkte x € R3, die

senkrecht auf einem Normalenvektor N stehen.

Bemerkung. Auch N ist nicht eindeutig bestimmt. Jedes Viel-
fache AN, X\ # 0, ist ebenso ein Normalenvektor an dieselbe Ebene.
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Beide Interpretationen sind dquivalent:

Erginzt man etwa N zu einer Orthogonalbasis des R?, so sind die
weiteren Basisvektoren linear unabhéngige Richtungsvektoren der
Ebene.

Sind umgekehrt v und w linear unabhéngige Richtungsvektoren einer
Ebene, so ist
N =vxw

ein Normalenvektor.

Ubung. In den beiden oben angesprochenen Beispielen gebe man
jeweils die andere Darstellung an.

Ebenen im R3: Der allgemeine Fall.

i) Eine Ebene, die nicht notwendig durch den Ursprung verlauft,
ist etwa durch drei nicht kollineare Punkte (liegen nicht auf einer
Geraden) a, b, ¢ auf der Ebene bestimmt.

Mit v =b —a, w = ¢ — a (diese Vektoren sind linear unabhéngig,
da drei nicht kollineare Punkte gewéhlt sind) ist diese Ebene die
Menge gegeben durch die Parameterdarstellung (vgl. Abbildung
11.9)

E={xcR: x=a+av+pBw, a BcR}.

Es handelt sich nicht mehr um einen zweidimensionalen Unter-
raum, sondern um einen zweidimensionalen affinen Raum (vgl. die
Diskussion von Geraden im R").

i1) Wieder ist mit v X w ein Normalenvektor an die Ebene bestimmt,
dessen Vorzeichen und Lénge noch variiert werden konnen.

Zunéchst wird die Lange 1 normiert, d.h. man setzt

N=+ XY )
v x w|
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1z

€

|»

l=n

Abbildung 11.9: Die Ebene durch die Punkte a, b, c.

sodass |N|| = 1.

War die Ebene durch den Ursprung noch durch (N, x) = 0 ge-
kennzeichnet, so bewirkt die Verschiebung im allgemeinen Fall

E={xcR®: (N,x)—p=0}.
Das Vorzeichen von N wird dabei so gewéhlt, dass p > 0.

Dann spricht man von der Hesseschen Normalform der Ebene.

Bemerkung. Der Abstand d eines beliebigen Punktes x(*) € R3
zu einer Ebene errechnet sich aus der Hesseschen Normalform zu

d=|(N,x") —pl.

Beispiel. Eine Ebene sei durch die Punkte

1 1 1
a=101], b={(1],
0 0 1

Ig)
I
—_
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festgelegt. Dann ist

0 0 1
1]l x|11]=]10]=N
0 1 0

normal zu den Richtungsvektoren b — a, ¢ — a und bereits auf die
Lénge 1 normiert.

Wegen (N, a) = 1 = p ist dabei auch schon das richtige Vorzeichen
gewahlt.

Die Normalform lautet (Probel!)

Bemerkungen. (Vgl. Ubungen)

i) Schneiden sich zwei ungleiche Ebenen im R3 so erhilt man eine
Gerade im R3, die auch interpretiert werden kann als Losung eines
Gleichungssystems der Form

1171 + a19T2 + a13r3 = by

(9171 + A29T9 + ag3x3 = by .

ii) Geraden im R? kénnen ebenso auf eine Hessesche Normalform ge-
bracht werden, d.h. man findet n € R? mit ||n|| = 1 und ein p > 0,
sodass die Gerade in der Form

(n,x) —p=0

geschrieben werden kann.
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Kapitel 12

Matrizen und lineare
Gleichungssysteme

12.1 Matrizenkalkiil

Matrizen sind im Prinzip schon bei der schematischen Diskussion
linearer Gleichungssysteme aufgetaucht. In diesem Abschnitt werden
die wichtigsten Operationen mit Matrizen dargestellt.

Im Folgenden werden stets reelle Matrizen betrachtet. Matrizen mit
beispielsweise komplexen Eintrdgen sind vollig analog zu behandeln.

Definition 12.1. Es seien n, m € N. Ein n x m Koeffizientenschema
(d.h. eine Tabelle aus n Zeilen und m Spalten) der Form

ailr aiz2 ... Qim
= g1 G2 ... A2m
j=l..m o
(a/lj)’lzl ..... n - A - . . . )
ap1 Ap2 ... Apm

aij €R firl <i<n,1<j<m, heifit eine n x m Matriz.
Notation:

i) Konnen bzgl. der Zeilenzahl wund der Spaltenzahl Fkeine
Missverstindnisse auftreten, so schreibt man oft einfach (a;;)
fiir die Matriz.

it) Die Menge der n x m-Matrizen wird mit M(n,m) bezeichnet;
weitere Bezeichnungen: RW™ R m.

167
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Merke. Der Eintrag a;; steht in der ' Zeile und in der j*" Spalte.

Beispiele.
i) Die Elemente des R" (Spaltenvektoren) konnen als n x 1 Matrizen
iiber R aufgefasst werden:

X = € M(n,1).

i1) Das Koeffizientenschema eines linearen Gleichungssystems
(vgl. Kapitel 9) ohne die rechte Seite ist eine n x m Ma-
trix.

Eine Matrix (a;;) € M(n, m) kann mit einem Skalar A € R multipliziert
werden:

air aig ... Qim
a1 A929 ... A9m
)\(azj) = A : : : = ()‘aij)

apl Ap2 ... 0dnm

)\&11 )\a12 ce Aalm

/\a21 )\&22 cen )\CLQm

= Y
/\anl )\Clnz cen )\anm

zwel Matrizen (a;;), (bij) € M(n,m) kénnen addiert werden:

a1 aig ... Qaim b11 b12 c. blm
as1 A929 ... Q9 bgl b22 N me

(aij) + (bij) = o R IS .
an1 Ap2 ... Qpm bnl bng N bnm
ail + bll ai12 + blg oo Q1m + blm

a921 + bgl a929 + b22 oo Q9m + bzm

Qpl + bnl Ap2 + bn2 ce. Qpm + bnm
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Die Nullmatrix (0) ist
0)=1 : t | € M(n,m)

und es kann elementar nachgerechnet werden:

Die Menge der n x m Matrizen M (n,m) ist ein Vektorraum im Sinne
von Definition 11.1.

Multiplikation von Matrizen.

Matrizen mit zueinander passenden Formaten kénnen multipliziert wer-
den:

Definition 12.2. Es seien n, m, | € N und A € M(n,m), B €
M(m,l), d.h. die Spaltenzahl der Matrixz A ist gleich der Zeilenzahl
der Matrixz B.

Dann ist das Matrizenprodukt AB per definitionem eine Matriz
C= (Cij )5:11,7,’2 e M (TL, l) )

deren Eintrag in der i'" Zeile (i = 1,...,n) und der j*" Spalte (j =
1,...,l) gegeben ist durch

m
Cij = E aikbkj.
k=1

Merkregel.

i) Das Produkt der ' Zeile der Matrix A mit der ;' Spalte der
Matrix B (geméB Y - a;rby;) ergibt den Eintrag in der " Zeile
und der j%" Spalte der resultierenden Matrix C.
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i1) Schematisch sieht das wie folgt aus:

ap aip ... QAim
.1 . . bi1 . b1 by
bo1 . b2] bay
ajil Q2 ... Qim : .
bml bmj bml
ap1 Ap2 ... Apm
c11 ... Clj oo Cy
= Gi ... Gy ... Cj
Cn1 Cnj Cnl
Beispiele.
i) Es seien
1 21
A = <2 ] 2) e M(2,3),
0O 1 20
B = 1 0 01 ] eM(3,4).
3 —1 -1 0
Dann ist
501 2
AB—<7021>€M(2,4).
i1) Es bezeichne I, die quadratische m x m Einheitsmatrix,
1 00 . 000
010 . 000
L=+ SRR
00O0. 010
000 . 001
d.h. die Eintragungen a;;, i = 1, ..., m, auf der Hauptdiagonalen

sind 1, alle anderen Eintragungen sind 0.
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Fir A € M(n,m) ist Al,, € M(n,m) und es gilt
Al,=A.

Fir A € M(n,m) ist I,A € M(n,m) und es gilt
ILA=A.
i17) (a) Eine Matrix A = (a;;) € M (n, m) kann mit einer mx1 Matrix,

d.h. mit einem Vektor x € R™ multipliziert werden.
Das Ergebnis ist ein Vektor im R":

m
ajp a2 ... Aaim Ty Zk:1a1k$k
as Qs as T >l Aok
m _
Ax = o : . 1= =
m
an1 Ap2 ... Apm T Zk:l AnkTE
€M (n,m) ER™ €Rn

(b) Dementsprechend kann das lineare Gleichungssystem (vgl. Ka-

pitel 9)
1171 + a2+ GpTym = b
2171 + G22%2 - -+ + Q2T = by
Ap1T1 + Ap2X2 -+ - + ATy = bn
in der Schreibweise
ap G2 ... Gy T b1
AK _ CL.21 aso ... A9y i) _ bg _ h
anl Ap2 .. Qpm T b,

formuliert werden.

(¢) Eine sogenannte lineare Abbildung L: V' — W von einem Vek-
torraum V in einen Vektorraum W ist durch die Eigenschaften

Llu+v) = L(u)+ L(v) fiiralle u,veV,

L(Av) = AL(v) firalle veV K6 AeR
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gekennzeichnet.

Lineare Abbildungen f von R nach R sind durch eine reelle
Zahl a € R charakterisiert: Fiir alle z € R ist

f(z) =ax .

Lineare Abbildungen F' vom R™ in den R" sind analog durch
eine Matrix A € M (n,m) festgelegt: Fiir alle x € R™ ist nun

F(x)=Ax.

Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation.
Es seien A, B, C' Matrizen und A € R. Dann gilt:
i) (A+ B)C = AC + BC' (Distributivgesetz);
i) A(B+ C) = AB + AC (Distributivgesetz);
iii) A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz);
iv) A(AB) = (M)B = \(AB).

Ubung. Wie miissen in den einzelnen Regeln jeweils die Zeilen- und
Spaltenzahlen gew#hlt werden, damit die Aussagen sinnvoll sind?

Vorsicht. Es iibertragen sich nicht alle bekannten Regeln der Multi-
plikation etwa reeller Zahlen.

Beispiel. Es sei

A:<12>6M(2,2,R), B:< 2 4>6M(2,2,R).

2 4
00
as=(gy ).

10 20
pa- (1 )

Dann gilt

es ist aber

Mit anderen Worten:



Matrizen und lineare Gleichungssysteme 173

i) Aus AB = (0) kann im Allgemeinen nicht gefolgert werden, dass
A oder B eine Nullmatrix ist.

i1) Auch im Falle quadratischer Matrizen (n = m), bei denen sowohl
das Produkt AB als auch das Produkt B A definiert ist, kann kein
Kommutativgesetz gelten.

Transposition von Matrizen.

Eine wichtige Operation mit Matrizen ist die Transposition. Dabei wer-
den die Zeilen und Spalten einer Matrix vertauscht, d.h.: Ist

a1 a2 ... QAim
a1 A922 ... Q9
A= . . . € M(n,m),
apn1 Ap2 ... Apm
so heifit
a1 ao1 ... (07°%]
ajpo a9 ... (07%%)
AT = , . e M(m,n),
A1m a2, .. Apm

die zu A transponierte Matrix.

Beispiele.

i) Essei A e M(3,2),

1
A= 2
3

S Ot =~

Dann ist

AT:(i g 2) c M(2,3,R).

i1) Im Spezialfall eines Spaltenvektors x € M(n, 1),
I
L2

X = . cR",

Ln
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produziert die Transposition einen Zeilenvektor

XT:(xlxg xn)zgeM(l,n).

iit) Das Skalarprodukt (vgl. Kapitel 11.2) zweier Vektoren x, y € R"”
kann somit auch als

Ty
n
xy)=y'x=Wiv . .. yn) 95:2 = Ty
- k=1

geschrieben werden.

Rechenregeln.

i) Man erkennt sofort fiir A, B € M(n,m) und A € R:

(a) (A+B)" = AT+ BY;
(b) (AA)" = AAT;
(c) (AD)T = A.

it) Fur A € M(n,m)und B € M (m,!) ist das Matrizenprodukt AB €
M (n, 1) definiert.
Wegen BT € M(l,m) und AT € M(m,n) ist aber ebenso die
Bildung BTAT € M(l,n) erlaubt und es gilt (Ubung)

(AB)T = BTAT .

12.2 Zur Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Das Gauflsche Elimationsverfahren zur expliziten Losung (falls exi-
stent) linearer Gleichungssysteme ist bereits mit Kapitel 9 behandelt.

Aufbauend auf Kapitel 10 und Sektion 11.1, geht es nun um die
Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen und um die
Struktur der Losungsmenge.
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Im Folgenden werden lineare Gleichungssysteme mit reellen (der
Einfachheit halber) Koeffizienten betrachtet.

Firn,meN m<nund1<¢:<n,1<j7<mseenaq;und b; € R
fixiert. Zu diesen Daten ist

anry + apry- -+ amT, = b
2171 + AT - -+ + ATy = by
Ap1T1 + Ap2Z2 - - - + AnmTm = bn
ein lineares System aus n Gleichungen in m Unbekannten x1, ..., x,,.

Ist A = (ai;) € M(n,m) die Koeffizientenmatrix und b € R" der Vektor
by
, so lautet die dquivalente Matrixschreibweise
bn

Ax=Db.

Homogenes versus inhomogenes System.

i) Beim homogenen System verschwindet die rechte Seite:

Ax=0.

Beobachtung.

(a) Das homogene System ist immer l6sbar namlich mit der tri-
vialen Losung x = 0,
AD =0 .

Es stellt sich die Frage nach der Existenz bzw. der Menge
nicht-trivialer Losungen.

(b) Aufgrund der Linearitit des Systems gilt das Superpositions-
prinzip, d.h. die Summe von zwei Losungen und das Vielfache
einer Losung sind ebenfalls Losungen.
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Gilt ndmlich fir z € R™ und fiir y € R™

so folgt firz=x+y

d.h. auch z 16st das System.

i1) Beim inhomogenen System ist eine Losung von
Ax=b #0

gesucht.

Beobachtung.

(a) Der Nullvektor ist keine Losung des inhomogenen Systems.
Hier stellt sich die Frage, ob bzw. fiir welche b € R" eine
Losung existiert und wie die Losungsmenge aussieht.

(b) Beim inhomogenen System ist die Summe von zwei Losungen
keine Losung (analog das Vielfache einer Losung):

Aus z € R und y € R™ mit
Ax=b, und Ay=b,

folgt nun firz=x+y

(c) Es gilt jedoch:
Ist x eine Losung des homogenen Systems Ax = 0 und ist y
eine Losung des inhomogenen Systems Ay = b, soist z = §+§
eine Losung des inhomogenen Systems: N N

Alz) = A(x+y)=Ax+Ay=0+b=b.

Die obigen Beobachtungen werden zusammengefasst in
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Satz 12.1. i) Die Menge der Ldsungen des homogenen Systems

i)

Ax = 0 ist ein Unterraum des R, genannt der Kern der Ma-
triz A.

Notation: kern A.

Entweder ist kern A = {0} oder es ist dim (kern A) = k € N,
1<k <m.

Dann existiert eine Basis (xV,x®), ... x®) von kern A und die

Menge aller Léosungen des homogenen Systems ist gegeben durch

k
gh:Z)\jg(j), NER, 1=1,... k.
j=1

Bezeichnung: x;, heifit die allgemeine Lésung des homogenen Sy-
stems.

Ist x, (irgend-) eine Lésung des inhomogenen Gleichungssytems
Ax = b, x, heifit dann spezielle Lisung, so ist

X=X, tX

die allgemeine Ldsung des inhomogenen Systems.

Bemerkungen.

i)

i)

“Allgemeine Losung” bedeutet in beiden Fallen:

Fiir beliebige ); ist eine Losung gegeben, und jede Losung ist von
dieser Form.

Kennt man also alle Losungen des homogenen Systems und nur
eine Losung des inhomogenen System, so kennt man alle Losungen
des inhomogenen Systems.

Der Rang einer Matrix.

Satz 12.1 beantwortet zwar die Frage nach der Struktur der Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems, die Existenz nicht-trivialer

Losungen im homogenen Fall bzw. spezieller Losungen im inhomogenen
Fall wird im Satz jedoch nicht angesprochen.
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Idee. Man schreibe die Matrix A € M (n, m) formal als Zeile aus Spal-
tenvektoren:

A= (g(l)g@) g(m)), al) e R™ j=1, ..., m.

Hier ist fiir jedes fixierte j =1, ..., m

alj

al) = | ¥ | err.

anj
Weiterhin sei (e!),e®, ... e(™) wie iiblich die kanonische Basis des
R™.
Dann gilt fiir alle j =1, 2, ..., m (nachrechnen!)

Aeli) = a0 |

Beobachtung. Identifiziert man wie oben die Matrix A mit der linea-
ren Abbildung

F(x) = Ax,

so bedeutet das:

Die Bilder F(eY)) der kanonischen Basisvektoren sind genau die
Spaltenvektoren der Matrix A.

Nun kann jeder Vektor x € R™ geschrieben werden als

1

[
I

m
:Zl‘jg(j), ZUjER,jZI,...,m,
Tm J=1

d.h.

Ax = Z xjAg(j) — Z xjg(j) _
j=1 j=1

Damit das System
Ax=Db
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16sbar sein kann, muss es also Koeffizienten z;, ¢ =1, 2, ..., m, geben
(die Unbekannten), sodass

b= ijg(j) _
j=1

Mit anderen Worten: b ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren
al) der Matrix A.

Zusammenfassung. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau
dann losbar, wenn

h € Spann(g(l)a s 7§(m)> )
was dquivalent zu

Spann(a'’, ..., a™)) = Spann(a, ..., a™ b)

ist.

Definition 12.3. Es seien A € M(n,m) und b € R".

i) Der Spaltenrang oder der Rang der Matriz A ist die maximale
Anzahl linear unabhdingiger Spaltenvektoren von A.

Notation: rg A.

i1) Dien x (m + 1) Matrix

ai]p a2 ... Qaim b1
as1 A9292 ... A9y b2
Anl QAp2 ... Qpm bn

heifit erweiterte Matrix.
Schreibweise:

ai; a2 ... Qaim b1
as1 A9292 ... QA9 b2

(Alb) :=

Anl QAp2 .. Qpm | by
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Satz 12.2. Das lineare Gleichungssystem Ax

losbar, wenn gilt

rg A =rg (Alb) .

Beispiel. Es sei n = m = 2 und

(1),

Dann ist rg A = 1, ebenso ist
G IR
S\12/3)"
12\ _ (3
12/ \3
ist losbar (wie lauten die Losungen?).
1 2|1
+(132)2
12). (1
12)*7\ 2

ist nicht 16sbar (ausprobieren!).

das System

Dahingegen ist

das System

Bemerkungen.

= b st genau dann

i) Analog zum Spaltenrang kann der Zeilenrang einer Matrix A defi-

niert werden. Wegen (siehe Ubungen)

Zeilenrang A = Spaltenrang A

(a) spricht man einfach vom Rang einer Matrix (sieche Definition

12.3),
(b) folgt insbesondere

rg A < min{n,m} .
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i1) Der Rang einer Matrix kann auch nach einer Umformung auf
Zeilenstufenform (vgl. Kapitel 10) abgelesen werden.

Die eingangs gestellten Fragen beantwortet schliellich

Satz 12.3. Es sei A € M(n,m).
Dann sind die folgenden Aussagen richtig:

i) Fs gilt die Dimensionsformel

dim (kern A) +rg A=m .

i1) Ist das homogene Gleichungssystem Ax = 0 unterbestimmdt, d.h. ist
n < m (weniger Gleichungen als Unbekannte), so hat es stets
nicht-triviale Lésungen.

iii) Ist n = m, so ist das lineare Gleichungssystem Ax = b fir jede
rechte Seite b genau dann eindeutig losbar, wenn rg A = n.

12.3 Quadratische Matrizen

In diesem Abschnitt sei A € M(n,n) stets eine quadratische n x n
Matrix. Fiir nicht-quadratische Matrizen ergeben die folgenden Be-
trachtungen keinen Sinn.

12.3.1 Invertierbare Matrizen

Zunichst soll die Frage untersucht werden, wann eine inverse Matrix
A~ existiert, fiir die per definitionem gilt

ATA=AAT =T, .

Existiert eine solche Matrix, so ist das lineare Gleichungssystem Ax = b
fiir jede rechte Seite eindeutig 16sbar. Es gilt ndmlich in diesem Fall

Ax=b & x=A"b.
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Insbesondere folgt aus der Existenz einer inversen Matrix rg A = n.

Die Umkehrung ist auch richtig:

Satz 12.4. Fine Matrix A € M(n,n) besitzt genau dann eine inverse
Matriz (diese ist immer eindeutig bestimmt), wenn A mazimalen Rang
rg A =n hat.

Dann heifst die Matriz requldr.

Ist die Matrix nicht requldr, so heifit sie singuldr.

Beispiel. Es sei

Man verifiziert sofort

1 d —b
A =1
ad — be ( —c a ) 2
und die inverse Matrix existiert genau dann, wenn ad — be # 0.
Diese Bedingung ist wiederum aquivalent dazu, dass die Vektoren

() e ()

linear unabhingig sind (Ubung), was genau der Aussage des Satzes
entspricht.

Bemerkung. In den Ubungen wird besprochen, wie inverse Matrizen
analog zum Gauflschen Eliminationsverfahren (vgl. Kapitel 10) mithilfe
von elementaren Zeilenumformungen berechnet werden konnen.

Eigenschaften. Es seien A, B € M(n,n) invertierbar. Dann gilt

ii) (A7)~ = (A7),
iii) (AB)™' = B71471,
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12.3.2 Die Determinante

Trotz der oft sehr technischen Definition der Determinate einer qua-
dratischen Matrix, handelt es sich bei der Determinante um eine
geometrisch sehr anschauliche Grofle, die in vielen Bereichen der
linearen Algebra und der Analysis von grundlegender Bedeutung ist.

Die Determinante als geometrisches Objekt.

Zur Motivation sei hier der einfachste Fall n = 2, d.h. der Fall einer

2 x 2 Matrix
A= ( ailr a2 )
a21 A2

Ist A regulér, so sind die Spaltenvektoren

betrachtet.

linear unabhéngig, was genau dann der Fall ist, wenn der Flicheninhalt
des von ihnen aufgespannten Parallelogramms nicht verschwindet.

Diese Zusammenhang soll jetzt ndher analysiert werden, wobei als
Erstes festzuhalten ist, welche Eigenschaften von einer “natiirlichen”
Volumenfunktion erwartet werden (im Fall n = 2 soll der orientierte
Flécheninhalt geliefert werden).

Es werden vier geometrische Forderungen gestellt:
i) Die Volumenfunktion
7: RExR* =R

soll zwei Spaltenvektoren ein orientiertes Volumen zuordnen, wo-
bei die Vertauschung von zwei Vektoren lediglich einen Vorzeichen-
wechsel zu bewirken hat, d.h. man fordert (vgl. Abbildung 12.1)
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a® a®

g(n g(1>

Abbildung 12.1: 7(a,a®) > 0 entspricht der auf der linken Seite angedeuteten
Orientierung, 7(a®,a®) = —7(a™ a®) < 0 entspricht der auf der rechten Seite
angedeuteten Orientierung.

i1) Zweitens ist zu fordern, dass ein Volumen proportional zu einer
Verldangerung bzw. Verkiirzung einer Seite ist.

Mit anderen Worten soll fiir alle A € R
T()\g(l),g@)) — AT(g(l),g@))
erfiillt sein. Es folgt sofort
r(aV Aa?) = —r(xa® aV) = —Ar(a@,at)) = Ar(aV, a®?) .
i1i) Die Wert von
T(g(l) + é(l)@@))

soll dem Flacheninhalt des in Abbildung 12.2 griin angedeuteten
Parallelogramms entsprechen.

Der Fléacheninhalt des blauen Parallelogramms entspricht der
GroBe 7(al), a?). Beachtet man nun, dass die rot bzw. schwarz
angedeuteten Dreiecke jeweils gleich sind, so ist die Differenz der
Fliicheninhalt 7(a®, a®) des golden skizzierten Parallelogramms.

Demnach muss gefordert werden:

r(aV +a® a®) = r(a® a®) + 7@l a?)
was unmittelbar auch

r(aV a® +a®) = r(a¥ a?) + 72V a?) .

ergibt.
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-

e I Q
Abbildung 12.2: Zur Berechnung von T(g(l) + é(l),g@)).

iv) Ist schlieBlich (e("), e®) die kanonische Basis des R?, so normiert
man

T(g(l),g(z)) =1,

genau wie es dem Flacheninhalt des Quadrates mit der Seitenldnge
1 entspricht.

Definition der Determinante.

Es gibt genau eine orientierte Volumenform 7,

T((cm))(cm)) —:det A,
a21 @22

die alle obigen Forderungen i) — iv) erfiillt:

Definition 12.4. Es sei A = (a;;) € M(n,n).
Dann st die Determinante

ar ... Qip

det A =:

wie folgt definiert:
i) Ist n =2, so ist

det A := a11A92 — A12Q921 .
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it) Ist n = 3, so berechnet sich die Determinante aus der Regel von
Sarrus (vgl. Abbildung 12.3)
det A := ai1a2a33 + a12a23a31 + a13021a32

—a11023032 — 412021033 — A13A22037 .

iii) Zur induktiven Definition im allgemeinen Fall n > 3 werden
zundchst die Streichungsmatrizen A;; von A definiert:

Firid, j =1, ..., n geht die (n — 1) x (n — 1) Matriz A;; aus
A durch die Streichung der i'" Zeile und der j*" Spalte hervor
(vgl. Abbildung 12.4).

Dann gilt der folgende Laplacesche Entwicklungssatz.

(a) Entwicklung nach der i*" Zeile:

Abbildung 12.3: Zur Regel von Sarrus: Positive Vorzeichen hat man fiir die blau
unterstrichenen Produkte, negative Vorzeichen fiir die rot unterstrichenen.

Beispiele.

i) Es sei n =3 und
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a1y s alj a5 A1in
a;1 a5 Ain
Qni .- Qpj ... Qpyn

Abbildung 12.4: Die i*® Zeile und die j* Spalte werden aus A entfernt, um die Strei-
chungsmatrix A;; zu erhalten.

Dann ist

detA =1-1-14+2-1-0+3-1-1-3-1-0—-1-1-1—-2-1-1

= 1.
i1) Es sei
12 3
A=12 2 2 | e M(3,3).
011
Eine Entwicklung nach der ersten Zeile liefert
2 2 2 2 2 2
detA—l'll‘—2‘01|—|—3‘01‘
= 0—-446 = 2.

Eine Entwicklung nach der zweiten Spalte liefert

IS
— 449244 = 2.
i11) Es sei
0123
02 2 2
A= o1 lemM@y.
0011
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Bei der Entwicklung von det A wird man die Nullen in der ersten
Spalte ausnutzen, d.h. nach der ersten Spalte entwickeln.

Dies ergibt (vgl. Beispiel 7))

1 23
det A = 112 2 2|=2.
011

Eigenschaften der Determinante.

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Determinante ist festgehalten in

Satz 12.5. Fs set A € M(n,n).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) Esist det A # 0.
11) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhdingig.

)
i1i) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhingig.
)

w) Die Matrix A ist requldr.

Weitere Eigenschaften sind leicht einzusehen:
i) Im Allgemeinen gilt fir A, B € M(n,n)
det (A + B)#det A+ det B .
i1) Ist A € M(n,n) und A € R, so gilt
det (AA) = \"det A .

iti) Es gilt der Determinantenmultiplikationssatz: Sind A, B €
M(n,n), so ist
det (AB) = det A det B .

iv) Ist A € M(n,n) reguldr, so ist

det A7t =

det A~
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12.3.3 Spezialfille quadratischer Matrizen
Oft begegnet man Matrizen mit einer besonderen Struktur, die bei-
spielsweise eine geometrische Operation widerspiegelt.
Eine Matrix A € M (n,n) heift
i) symmetrisch, wenn A = AT;
ii) orthogonal, wenn AAT = ATA = I,,;

i11) positiv definit, wenn A symmetrisch ist und wenn fiir alle x € R",
x # 0, gilt
xT'Ax >0 .

Matrizen mit diesen oder &hnlichen Eigenschaften werden in den
folgenden Kapiteln immer wieder auftauchen.
In diesem Abschnitt liegt ein besonderes Augenmerk auf der Klasse:

Orthogonale Matrizen.

Beipiel. Fiir fixiertes ¢ € [0, 2m) betrachte man die Matrix
A= (eoste) =snl@) ) o gy
sin(p)  cos(p)

Man beschreibe die Abbildung F: R?> — R? F(x) = Ax fiir alle
x € R? geometrisch. Dieses und weitere Beispiele werden in den
Ubungen diskutiert.

Analog zu Kapitel 12.2 wird nun eine orthogonale Matrix A € M (n,n)
als Zeile von Spaltenvektoren geschrieben,

A= (g(l)g@) g(”)) ,aY eR”, i=1,....,m,
womit AT € M(n,n) als Spalte von Zeilenvektoren geschrieben werden
kann:
(a)”
(a®)”
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Aus der Orthogonalitét folgt

Die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix bilden eine Orthonor-
malbasis des R".

Bemerkung. Aus der Definition folgt fiir orthogonale Matrizen
AT = A7

und
det AT =det A

(Ubung: Dies gilt fiir alle A € M(n,n).) ergibt zusammen mit dem
Determinantenmultiplikationssatz

1
det A = det AT = det A™! =
¢ ¢ ¢ dot A

d.h.: Fiir jede orthogonale Matrix A € M (n,n) gilt
det A= =+1.

Aber: Aus det A = £1 folgt nicht, dass A orthogonal ist (Beispiel?).

12.3.4 Hauptachsentransformation: Eigenwerte und Eigen-
vektoren

Alle bisherigen Betrachtungen diese Kapitels beziehen sich im Wesent-
lichen auf die Standardbasis des R".

Nun soll aufgezeigt werden, wie man sich von dieser Einschrankung
16sen kann und wie bei konkreten Problemen zu geeigneteren Basen
iibergegeangen werden kann.
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Zur Anschaulichkeit der Rechnungen wird hier o.E. der R? betrachtet
- die Rechnungen im R", n > 3, verlaufen formal identisch.

Neue Koordinaten.

Es sei (), e?) die kanonische Basis des R? und (fV), f?)),

= ael) +be®
£2) — cg(l) + dg(2) .

sei eine weitere Basis des R?. Hier sind a, b, ¢, d € R und es gelte (man
beachte die Anordnung der Koeffizienten!)

S:(Z 2) € M(2,2) mit detS#0.

Merke. Die neuen Basisvektoren sind die Spaltenvektoren von S.

Wegen det S # 0 ist dabei (£, £?)) tatsichlich eine Basis des R?
(warum?).

Ein beliebiger Vektor v € R? kann sowohl bzgl. der kanonischen Basis
als auch bzgl. der neuen Basis (fV), f (2)) dargestellt werden (vgl. Kapitel
11.1), d.h. es gibt eindeutig bestimmte Koeffizienten wuy, us mit

v = ( o ) = viel) + vyel?
U2

— ulf(l) + u2£(2) _
Einsetzen ergibt
v = (au; + cuz)e + (buy + dug)e® .

Mit der Transformationsmatrix S kann diese Beziehung wie folgt
interpretiert werden:

Die Koordinaten bzgl. der Standardbasis und die Koordinaten bzgl. der
neuen Basis (f1, f@) erfiillen die Gleichung

(n)=s(i)
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Mit anderen Worten: Die neuen Koordinaten ergeben sich aus
u
U2 U2

Zwei Beispiele.

Beispiel 1. Im R? betrachte man die Ellipse

p-{xer: Gia-1)
i A . 4 2— .

mit den Léngen 2 und 1 der Halbachsen (vgl. Abbildung 12.5).

2 J
T
i e =
,w-f"“} b M%-ﬁ.
.
f‘fﬂ 7 -\*‘-\
f B 3
i 1
] 1]
I T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
E -1 4 1 y
\ g /
"‘\._ i ¥ .
:c"*%. i 3 g
e e
— xm-l.m._,—o-. !
-2

Abbildung 12.5: Die Ellipse E.

Ist

so kann dies dquivalent als

E:{XERQ: gTAgzl}

geschrieben werden.
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Beobachtung. Die Achsen der Ellipse zeigen in Richtung der kanoni-
schen Basisvektoren und die Matrix A angewandt auf einen Basisvek-
toren ergibt jeweils ein Vielfaches des Basisvektors:

() -1
i(2) - ()

Die Zahlen A; = 1/4 und Ay = 1 heiflen Eigenwerte der Matrix A und
el e® sind dazugehorige Eigenvektoren.

Man sagt dazu:

Bemerkung. Alle Vielfachen eines Eigenvektors sind ebenfalls Eigen-
vektoren zum gleichen Eigenwert.

Beispiel 2. Nun wird die Menge

~ 1
E = {§ c R?: g[B(x% + 13) — 63122) = 1}

betrachtet, deren geometrische Struktur in dieser Form nicht ersichtlich

SRR

Mit der Matrix
lautet die dquivalente Schreibweise in diesem Beispiel

| oolut
ocolot colw

E:{36R2: nglg:l}.

Wenn Eigenwerte und Eigenvektoren eine geometrische Bedeutung ha-
ben, dann sind diese zunéchst zu berechnen:

Per definitionem ist A € R ein Eigenwert der Matrix A, falls ein Vektor
v # 0 € R? existiert mit

i) =)= (5)
(%) (%) (%)
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wobei Iy wie iiblich die Einheitsmatrix

10
t=(01)
bezeichnet.

Diese Gleichung wird geschrieben als

(fl—)Jg)(Zl)zQ.

Nach Satz 12.5 hat dieses homogene lineare Gleichungssystem genau
dann eine Losung, wenn

i 2o\ 3
det(A—)JQ): 3 §_>\ ZO,
8 8
d.h. falls 10 ]
N—A+-=0.
8 Jr4

Man findet die beiden Eigenwerte

1
)\121 und )\221.

Die Gleichungssysteme

An)=aln) e a() = (0)

(%) 4 (%) (%) V2

liefern dazu die Eigenvektoren (hier auf Lénge 1 normiert - jedes Viel-
fache hétte ebenso genommen werden kénnen)

(1) _ 2 _

Die Eigenvektoren bilden eine Basis des R? und nach den Betrachtungen
zu Beginn dieses Abschnittes ist die Matrix

1 1 —1
=501 1)
zu bilden, wobei die Orthonormalitiat der Eigenvektoren

S—l _ ST
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liefert.

Ergebnis. Wird x € R? bzgl. der neuen Orthonormalbasis (£<1),£<2))
dargestellt,

X = Oé1f(1) + @2f(2) ,  ai, ag €R,

so gilt wegen

X = (z; ) =5 ( Zl ) und wegen x! = (xl xg) = (oq ag)ST

die Beziehung

XTAX = (041 042) STng ( Z; ) = (oq ozg)B ( Z; ) )

Aufgrund der Konstruktion hat B dabei automatisch Diagonalgestalt,
d.h. auf der Hauptdiagonalen stehen die Eigenwerte und alle anderen
Eintrage verschwinden.

Es ist demnach (nachrechnen!)

0
B = :
1

i) Geometrisch wird die Menge E bzgl. der neuen Basis durch die
Matrix B dargestellt, die mit der darstellenden Matrix A des ersten
Beispiels bzgl. der kanonischen Basis {iberstimmt.

O =

i) Die neue Basis (f(1), f?)) entsteht aus der kanonischen Basis durch
eine Rotation um 7/4 und dementsprechend ist die Menge E nichts
anderes als die um 7/4 rotierte Ellipse E (vgl. Abbildung 12.6).

i1i) Zeigen die Achsen von E in Richtung der Koordinatenachsen als
Richtungen der Eigenvektoren von A, so zeigen die Achsen von F
in Richtung der Eigenvektoren von A.
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Abbildung 12.6: Die Ellipse E.
Zusammenfassung.

Definition 12.5. Fs sei A € M(n,n).

i) Ein Vektor v # Q heifit Eigenvektor der Matriz A zum Eigenwert
A €R, falls
Av = Av.

i1) Dabei berechnen sich die moglichen FEigenwerte als Ldosungen der
Gleichung
det (A —M\I,) =0.

Bemerkung. Die Anzahl und die Vielfachheit der reellen Eigenwerte
und die Dimension der Eigenrdume, d.h. der Unterrdume aller Eigen-
vektoren zu jedem Eigenwert, ist a priori nicht direkt ersichtlich.

Als Beispiel berechne man alle Eigenwerte und Eigenvektoren der 2 x 2

Matrizen
0 —1 11
a=(10) 2=(01)
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Im Spezialfall symmetrischer Matrizen ist die obige Konstruktion
hingegen stets moglich.

Es gilt der Satz iiber die Hauptachsentransformation:

Satz 12.6. Es sei A € M(n,n) symmetrisch. d.h. es gelte AT = A.

i) Dann gibt es eine orthogonale Matriz S, die A auf Diagonalgestalt

transformauert
A0 0
0 A 0
sTas=| | 7
. : 0
0 O An
i1) Dabei sind die \;, i = 1, ..., n, reelle Figenwerte von A (nicht

notwendig verschieden) und die Spaltenvektoren der Transforma-
tionsmatriz S bilden eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
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Kapitel 13

Grenzwerte und Stetigkeit im R"

In diesem sehr kurzen Kapitel wird im Wesentlichen nur an die Kapitel
5 und 7 zur Konvergenz reeller Zahlenfolgen und zur Stetigkeit von
Funktionen einer Verénderlichen erinnert.

Im Vergleich zu den genannten Kapiteln wird die reelle Betragsfunktion
| - | durch die Euklidische Norm || - || im R" ersetzt.

Konvergente Folgen im R".

Der Folgenbegriff aus Definition 5.1 ist bereits fiir beliebige Mengen A
— also insbesondere im R" — definiert.

Konvergenz bedeutet (vgl. Definition 5.2):

Definition 13.1. Eine Folge {a®™}, a¥) € R" fiir alle k € N, heifit
konvergent, wenn es ein a € R" gibt mit der Figenschaft:
Zu jedem (noch so kleinen) € > 0 existiert eine (meist von € abhdngen-

de) Zahl N = N(¢) € N mit
1a® —a| <e  firalle k> N(e) .

Dann heifit a der Grenzwert oder Limes der Folge.
Notation:

klim a® =a oder a® —a fiir n — oo .
—00

Fine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent.

199
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Die anschauliche Vorstellung dndert sich im Vergleich zu Kapitel 5 nur
insoweit, dass Abbildung 5.2 durch Abbildung 13.1 zu ersetzen ist.

I2

x1
X2
K8 .
X
x9 %<6
x10
k11 %12
x14
? x13 I
x5
e x4
X3

Abbildung 13.1: Fiir dieses ¢ sind ab k£ = 15 alle Folgenglieder néher bei 0 als €.

Wie der folgende Satz zeigt, dndern sich die konkreten Rechnungen
tatséchlich nicht:

agk) aq

Satz 13.1. Es seien al¥) = : , ke N, und a=
(k)

An Qp
Die Folge {g(k)} i1st genau dann konvergent gegen a, falls fiir jedes feste

t,1=1,...,n, glt:
(k) _

lim a;” = a; .
k—o0
Mit anderen Worten: Es gilt limg o a®) = a genau dann, wenn

komponentenweise Konvergenz (fiir alle Komponenten!) vorliegt.



Grenzwerte und Stetigkeit im R™ 201

Beispiele.
i) Es sei n =3 und

2k3+1
k3+2k—1

a = | (144" fiir alle k € N .

k!
kF

Die Folge {a®)} konvergiert gegen a = | e
0

i1) Ist fiir n = 2 und fiir alle K € N

a) = ( 1]/€k> ,

so divergiert die Folge {a®}.

Stetigkeit von Funktionen mehrerer Verdnderlicher.

Wie der Grenzwertbegriff fiir Folgen iibertrigt sich der Stetigkeitsbe-
griftf auf mehrere Verdnderliche, wenn reelle Betrige durch Euklidische
Normen ersetzt werden.

Bei der geometrischen Vorstellung gibt es allerdings einen groflen
Unterschied:

Bei Funktionen einer Verédnderlichen muss nur “eine Richtung”, d.h. der
Zahlenstrahl betrachtet werden.

Bei Funktionen mehrerer Verédnderlicher ist zu beachten: Lauft man
aus unterschiedlichen Richtungen auf einen fixierten Punkt x¢ zu, so
kann die Funktion vollig unterschiedliches Verhalten zeigen.

Im Folgenden ist der Einfachheit halber U C R™ stets eine offene
Menge.

Das bedeutet, dass um jeden Punkt eine kleine Kugel gelegt werden
kann, die ganz in der Menge liegt, und ist in gewissem Sinne eine
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Verallgemeinerung des Intervallbegriffs (a,b) in R.
Weiter ist f stets eine Funktion U — R".

Beobachtung. Ist {x*)} eine Folge von Elementen aus U C R, so ist
{£(x*))} eine Folge im R", die auf Konvergenz untersucht werden kann.

Definition 13.2. ) FEs seien g(o) € U und a € R" fiziert.
Dann hat £ an der Stelle x ) den Grenzwert a, falls fz'jr jede Folge

{x®Y qus U mit x*®) # xO) fiir alle k € N und mit x(*F ) fiir
k — oo gilt
lim f(x*) =a.
k—oo
Notation:
lim f(x)=a.
x—x(0)

i) Die Funktion £ heifit stetig in einem Punkt x°) € U, falls
lim£(x) = £(x)

x—x(0)
iii) Die Funktion heifit stetig auf U, wenn sie in jedem Punkt x\V) € U
stetig 1st.

Die Rechenregeln fiir stetige Funktionen aus Kapitel 7 iibertragen sich
identisch.

Beispiele.
i) Der Graph einer stetigen Funktion (intuitive Vorstellung) und der

Graph der Betragsfunktion f: R? — R sind in den Abbildungen
13.2, 13.3 dargestellt.

it) In Abbildung 13.4 erkennt man eine Funktion f: R? — R, die
als Funktion der einen Variable stetig, als Funktion der anderen
Variable unstetig ist.

i11) Analog zur Abbildung 7.4 ist es anhand von Abbildung 13.5
schwierig zu entscheiden, ob es sich um eine stetige Funktion han-
delt.
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Abbildung 13.2: Der Graph einer stetigen Funktion f: R? — R.

iv) Es sei U = R? und f: U — R sei gegeben durch

2,.2
2 fir x40,
flx) =4 "o x70
0 fir x=0

Fiir jede gegen 0 konvergente Folge {x"} gilt fiir k — oo
k k
(1) (25"
2 2
(@) + (@77

&) = fO)] = V) =

Ix

— ™

d.h. f ist im Nullpunkt stetig (vgl. Abbildung 13.6).

k)14
()H :||§(lc)H2_>07

v) Es sei U =R? und f: U — R sei nun gegeben durch

2 2
a4 fir x#0,
flx)=q o
0 fir x=0

Fiir eine Folge {x} der Form

(k)
X(k):(xé ) O N

203
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Abbildung 13.3: Der Graph der Betragsfunktion f: R? — R.

gilt
lim f(x®)=1.

k—o00

Fiir eine Folge x®) der Form

0
x“f):(i,(k)) A I
2

gilt hingegen

lim f(x%)=—1.

k—00
Die Funktion f ist an der Stelle x(¥) nicht stetig (vgl. Abbildung
13.7).

Bemerkung. Nach Satz 13.1 kann die Stetikeit einer Funktion f: U —
R komponentenweise untersucht werden.
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Abbildung 13.4: Der Graph einer unstetigen Funktion, die stetig in einer Richtung
ist.

l‘:' “!"l'l

& J
‘\?wllll ’\ ‘
i I{}/ﬂl o

‘Jlllf i \\\“}\\*

Abbildung 13.5: Diese Funktion scheint nicht stetig zu sein.
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Abbildung 13.6: Zum Beispiel iv).
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Abbildung 13.7: Zum Beispiel v).



Kapitel 14

Differentialrechnung von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Vorbemerkung. Ist eine Funktion f: R — R differenzierbar, so ist
die Ableitung nicht notwendigerweise selbst eine stetige Funktion.

Dies kann man etwa anhand des Beispiels f: R — R,

[ 2*sin(1/x) fir z#£0,
f(;c)—{ 0 fir =0,

einsehen.
Funktionen deren Ableitungen stetig sind, heiflen stetig differenzierbar.

Bei Funktionen mehrerer Verdnderlicher f: R™ — R" ist dieser
zundchst unscheinbare Aspekt fiir die Entwicklung der Theorie von
herausragender Bedeutung, da es verschiedene Zugéinge zum Ablei-
tungsbegriff gibt, die nicht dquivalent sind.

Um diese und andere technische Schwierigkeiten zu vermeiden, gelte:

Generalvoraussetzung.

i) Alle im Folgenden auftretenden Ableitungen (insbesondere in Ka-
pitel 14.2) werden, wenn nétig und ohne dass es explizit erwahnt
wird, als stetige Funktionen angenommen.

207
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i1) Wird eine Funktion f: R™ > U — R” in einem Punkt x(*) € U auf
Differenzierbarkeit untersucht bzw. dort als differenzierbar voraus-
gesetzt, so ist damit immer auch gemeint, dass x(©) ein sogenannter
innerer Punkt von U ist. D.h. es existiert ein ¢ > 0 mit

B.(x") = {xeR": |x —xY) < e} CcU

(vgl. Ubungen).

Mit der Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verdnderlicher
geht es in diesem Kapitel um den vielleicht wichtigsten Teil der
Analysis, da bei der Beschreibung realer Vorgédnge in der Regel eindi-
mensionale Betrachtungsweisen zu kurz greifen und neue geometrische
und/oder abstrakte Konzepte eingefiihrt werden miissen.

14.1 Kurven im R"

Im allgemeinen Fall geht es in diesem Kapitel 14 um vektorwertige
Funktionen (n > 1) f: R™ — R™ mehrer Veranderlicher (m > 1).

Zundchst wird der Spezialfall m = 1 von Kurven im R" ange-
sprochen, d.h. der Definitionsbereich der betrachteten Funktionen ist
eine Teilmenge der reellen Achse —d.h. im Fall von Kurven ein Intervall.

Dies ist einerseits eine wesentliche Vereinfachung, andererseits wird ein
fiir das Folgende unverzichtbarer geometrischer Begriff vorgestellt.

Unter einer Kurve im R", n > 2, versteht man eine stetige Abbildung
v [ — R",
T(¢)
v(t) = : , tel,
Tn(t)

wobei I C R ein (evtl. unendliches) Intervall bezeichnet.
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_x
iy

_x
i

oo

a3

=

(o]

=

Abbildung 14.1: Eine Helix oder Schraubenlinie.

Beispiel. Eine der bekanntesten Kurven im R? ist die sogenannte Helix
oder Schraubenlinie

a cos(t)
v(t)= | asin(t) | , teR,
bt

wobei a, b > 0 fixierte Konstanten bezeichnen.

Die Spur der Helix, d.h.
bildy={xeR": x=~(t) fireint eI =R}
ist in Abbildung 14.1 dargestellt.
Zu beachten ist, dass unterschiedliche Kurven dieselbe Spur haben

konnen und dass eine Kurve nicht notwendig injektiv sein muss, d.h. es
konnen Doppelpunkte (y(t1) = y(t2) fiir t; # ty € I) existieren.
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Zudem fehlt in einer Skizze wie in Abbildung 14.1 jegliche Information
dariiber, mit welcher Geschwindigkeit und in welche Richtung die
Kurve durchlaufen wird.

Wie bereits in Abbildung 8.2 angedeutet, liefert der Geschwindigkeits-
oder Tangentenvektor an die Kurve diese fehlenden Informationen:

Definition 14.1. i) Fine Kurve ~ heifit differenzierbar, wenn al-
le Funktionen (Komponenten) i, 1 < k < n, differenzierbar
(bzw. stetig differenzierbar) sind.

Ist v differenzierbar, so heif$t

Tangentenvektor (oder Tangentialvektor) der Kurve v zum Para-
meterwert t.

i1) Ist v: I — R" differenzierbar, so heifit die Kurve regulir, falls
v (t) # 0 fir allet € I.

In diesem Fall +'(t) # 0 heifft ' (t)/||7'(t)|| Tangenteneinheitsvek-
tor.

Andernfalls heifit ein Parameterwert t € I mit v/ (t) = Q singuldr.

Beispiele.
i) Die Kurve
_( cos(t)
o= (St} tepm.
hat als Spur die Einheitskreislinie im R?.

Die gleiche Spur (zweimal durchlaufen) hat die Kurve

cos(2t)

:y(t):(sin(%)> . telo,2n).
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T2

z1

Abbildung 14.2: Fine reguldre Kurve mit Doppelpunkt.

i1) Der Punkt 0 = ~(1) = 7(—1) ist ein Doppelpunkt der Kurve
(vgl. Abbildung 14.2)

2 —1

Trotzdem ist der Begriff “Tangentialvektoren zu den Parameter-
werten ¢ = 1 und ¢t = —1” wohldefiniert.

Abbildung 14.3: Die Neilsche Parabel.

ii1) Die Neilsche Parabel (vgl. Abbildung 14.3),

0=(8). ren
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ist im Punkt ¢ = 0 singulér.

iv) Ubung: Man betrachte die Kurven v, 7: R — R?,

o= (7). a0=(4)

und skizziere deren Spur. Sind die Kurven regulér?

Fazit: Ist eine Kurve “ungeschickt” parametrisiert, so sieht man
ihrer Spur singuldre Punkte nicht an.

Was ist die Linge einer Kurve?

Idee. Man approximiere eine Kurve mit Polygonziigen, d.h. Punkte
auf der Spur der Kurve werden (affin) linear (mit Strecken) verbunden
(vgl. Abbildung 14.4).

v(b)

Abbildung 14.4: Zur sogenannten Rektifizierbarkeit einer Kurve.

Satz 14.1. Die Lange (auch Bogenlinge genannt) einer differenzierba-
ren Kurve v: [a,b] — R" berechnet sich zu

b
L= [ o).

Beispiele.

i) Wenn die Bogenlange sinnvoll definiert ist, muss sie etwa auch bei
der Kreislinie vom Radius r der elementargeometrisch bekannten
entsprechen.
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Es sei also » > 0 fixiert und

([ rcos(t) -
V() = (Tsin(t)> , tel0,2n], dh.

V) = (—rsin(t)) |

r cos(t)

Wie erwartet folgt

2m 2m
L= / \/7“2 sin?(t) + r2 cos?(t) dt = / rdt = 2mr .
0 0

it) ITm R? sei ein Graph betrachtet, d.h. eine Kurve der Form

t

() = (g(t)> . telab].

Ist v stetig differenzierbar, so gilt

0= ()

L = / V1T (@R dt

Haben Kurven mit gleicher Spur die gleiche Linge?
Andert man an einer Kurve lediglich die Geschwindigkeit, mit der die
Spur durchlaufen wird, so spricht man von einer Parametertransfor-

mation.

Beispiel. Die Kreislinie vom Radius r» werde mit doppelter Geschwin-
digkeit durchlaufen, d.h. es sei r > 0 fixiert und

0 = (1) e

o = ().
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Es folgt

L= / \/7“24 sin®(t) + r24 cos?(t) dt = / 2r dt = 27r |
0 0

und wie erwartet ist die Lénge invariant.

Parametertransformationen fiir Kurven.

Z2

Abbildung 14.5: Eine Parametertransformation.

Definition 14.2. Es sei v: [a,b] — R" eine Kurve, [a, 5] C R ein
weiteres Intervall und ¢: o, 5] — [a, b] eine bijektive, stetige Abbildung.

i) Dann ist die zusammengesetzte Abbildung
Y:=70¢: [a,f] > R"

wieder eine Kurve im R™ (mit gleicher Spur und gleicher Linge),
7 geht aus v durch die Parametertransformation ¢ hervor.

i1) o heif$t orientierungstreu (bzw. orientierungsumkehrend), falls die
Abbildung monoton wdichst (bzw. monoton fdllt).

ii1) Sind  sowohl © als auch die  Umkehrabbildung o'

la,b] — [, f] stetig differenzierbar, so heifft ¢ eine Cl-

Parametertransformation.



Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verdnderlicher 215

14.2 Ableitungen einer Funktion mehrerer

Veranderlicher

Im letzten Paragraphen wurden Kurven im R" diskutiert, d.h. Abbil-
dungen f: R — R".

Im Gegensatz dazu sei jetzt zunéchst der Bildbereich reell, also

T
f: R'"D>U—-R, U>sx= : — f(x) eR.

Lm

Es ist nicht evident, wie der Ableitungsbegriff auf den Fall mehrerer
Verédnderlicher verallgemeinert werden kann — hier kann kein Diffe-
renzenquotient betrachtet werden, da durch eine vektorwertige Grofie
nicht dividiert werden kann.

Was erwartet man von einer Ableitung?

Betrachtet sei f: R™ — R.

)

i)

i)

Die Ableitung der Funktion f soll eine lineare Abbildung R™ — R
sein, die f in gewissem Sinne approximiert.

Der Graph dieser (affin) linearen Abbildung ist im Fall einer
Verédnderlichen dabei die Tangente in einem Punkt.

Hier muss analog die sogenannte Tangentialebene betrachtet wer-
den (vgl. Abbildung 14.6).

Eine lineare Abbildung R™ — R kann nach Kapitel 12.1 mit einer
Matrix A € M(1,m), d.h. mit einem Zeilenvektor identifiziert wer-
den, d.h. gesucht ist ein geeigneter Zeilenvektor als Reprisentant
der Ableitung.

Variiert man die unabhéngige Variable x nur in eine Koordina-
tenrichtung e und hilt die anderen Koordinaten fest, so ist die
Situation analog zu der einer Funktion nur einer Verénderlichen.

Geometrisch betrachtet man eine Kurve auf dem Graphen
(vgl. Abbildung 14.7).
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Tangentialebene
f(z) Tangente f(x)

zeR X2

1

Abbildung 14.6: Approximation mit einer Tangentialebene.

iv) Nach iii) sollten gewisse Arten eindimensionaler Ableitungen die
Eintragungen des Zeilenvektors aus ii) sein.

Definition 14.3. Es sei f: R" D U — R.

i) Es heif$t f im Punkt x0) € U partiell differenzierbar bzgl. der it"
Koordinatenrichtung, falls der Grenzwert

of x®) = Df(x)

8$i
(0) i)y _ (0)
gy &Y+ ReY) - )
h—0, h=£0 h

existiert, wobei e, 1 < i < m, den i'" Einheitsvektor der Stan-
dardbasis des R™ bezeichne.

Dif(g(o)) heifit die i'® partielle Ableitung von f im Punkt x©).

i1) Ezistieren alle partiellen Ableitungen von [ in allen Punkten
x0 eU (und sind als Funktion auf U stetig, siehe Generalvor-
aussetzung), so heifit

Df(x) := gradf(x) := Vf(x) = (;‘Efl 8652 aii)(z)

die Ableitung oder der Gradient von f im Punkt x € U.

In diesem Fall heifst f einmal stetig differenzierbar.
Notation: [ € CY(U).
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f(x)

T2

Abbildung 14.7: Es wird nur in e-Richtung variiert..

Bemerkungen.

i) An dieser Stelle sei an die Bedeutung der Generalvoraussetzung
dieses Kapitels erinnert:

Ein konsistentes Konzept der Differenzierbarkeit sollte wie bei der
Differentialrechnung in einer Variablen die Stetigkeit einer diffe-
renzierbaren Funktion beinhalten.

Allein aus der Existenz der partiellen Ableitungen folgt dies aber
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Es sei f: R™ — R, m > 2, definiert durch
T1To ... Ty

fx)=¢ (@+a3+- +a3)

0 fiir

e

— fir x#0,

|4
I
(o)

Dann ist f zwar partiell differenzierbar, f ist im Nullpunkt aber
nicht stetig.

Betrachtet man hingegen eine Funktion, deren partielle Ableitun-
gen stetig sind (wie hier stets angenommen), so ist die Funktion
selbst ebenfalls stetig.
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i1) Bei der partiellen Ableitung einer Funktion wird also fiir ein fixier-
tes x(¥) € U und fiir ein fixiertes 1 < i < m die folgende Funktion
einer Verdnderlichen betrachtet:
[0

Mit dieser Notation ist

. f ; N (0
Dif (") = lim - = (@) .

Mit anderen Worten:

Man leite nach der ¢** Variablen ab, die restlichen n — 1 Variablen
sind fixiert (eingefroren) (vgl. Abbildung 14.7).

Deshalb iibertragen sich die Rechenregeln fiir “d/dz” auf die
Operatoren D;.

i1i) Vollig analog zu ii) kann auch die Abbildung R D I — R,
s (x4 sel) |

fiir fixiertes ¢ = 1, ..., m betrachtet werden. Dann gilt

d |
D;if(x\") = Ef (x© + 89(2))|s:0 :

Beispiel. Man betrachte die Funktion

m 1

fa) = (Y a) =Ixl, U=R"—{0}.

=1
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Ist x # 0 fixiert, so ist fir allet =1, ..., m

to— att 24 a2,
T
als Funktion einer Variablen differenzierbar, also ist f partiell differen-
zierbar und es gilt

t €T T;

Dif(x) = = = .
\/x%+"'+t2+"'+x%|t:xi fx) x|

Die Funktion ist auf U differenzierbar, wobei wie im Fall der Betrags-
funktion einer Veranderlichen der Nullpunkt nicht in der Menge U
liegen kann, in der die Funktion differenzierbar ist.

Richtungsableitungen und erste Interpretation des Gradien-
ten.

Es gibt natiirlich iiberhaupt keinen Grund dafiir, nur Kurven auf dem
Graphen in Richtung der Koordinatenachsen zu studieren.

Seien also x(°) € U und irgendeine Richtung v € R” gegeben.

Die Richtungsableitung von f im Punkt x(¥) in Richtung v ist analog
zu obiger Bermerkung (vgl. Abbildung 14.8)

of
82@

Dy f(x"Y) := %f (x© + tv) o = zm: (x)v; = DF(x D)y .
=1

Betrachtet man nun in dem fixierten Punkt x(©) die Richtungsableitun-
gen in alle moglichen Richtungen v, also den Ausdruck

Vi, |v|=1,

so erkennt man, dass dieser Ausdruck maximal wird, falls v in Richtung
von V f(x9) (eigentlich des transponierten Vektors) zeigt:

Als Spaltenvektor im R™ zeigt V f(x?)) in die Richtung des stirksten
Anstiegs von f im Punkt x(©.
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f(x) f(x® +tv)

X s

Abbildung 14.8: Zur Richtungsableitung.

Zu einer dhnlichen Interpretation gelangt man, wenn die Funktion f
mit Hilfe von Hohenlinien diskutiert wird (~» Ubungen).

Tangente und Tangentialebene.

Erinnerung. (Vgl. Abbildung 14.6) Im Fall m = 1 ist der Graph von

f die Spur der Kurve
t
0= 4y )

im R2. Der Richtungsvektor der Tangente im Punkt ¢ ist gegeben durch

Y(t) = ( f’tt) ) :

Sei nun beispielsweise m = 2, f: R2 D U — R und x(* € U gegeben.

Dann betrachtet man die Koordinatenkurven durch den Punkt x(© auf
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dem Graphen von f,

x&o) + s xﬁ‘))
S xg)) bzw. S x;O) + s
F® + se) Fx + se®)

Die Tangentenvektoren im Punkt x(¥ sind in Verallgemeinerung des
eindimensionalen Falls durch

1 0
u= 0 und v =
Dy f(x") Dy f (x')

gegeben.

Diese Vektoren sind stets linear unabhéngig (warum?) und spannen
die Tangentialebene Ty an den Graphen von f im Punkt x(¥ auf.

Beispiel. Man betrachte die Funktion f: R? — R,
f(x) =c+ai+ 23,

wobei ¢ > 0 eine positive Konstante bezeichne.
Wie in Abbildung 14.9 skizziert, handelt es sich hier um ein Paraboloid.

Mit obiger Notation ist

1 0
u = 0 y V= 1 )
2171 2%2

im Punkt 0 wird die Tangentialebene Ty aufgespannt von den Vektoren

1 0
0], L],
0 0

Tp ist die g(l), e@_Ebene im R5.
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1

Abbildung 14.9: Ein Paraboloid.

Vektorwertige Funktionen mehrerer Veridnderlicher.

Definition 14.4. Es sei f: R™ D U — R" von der Klasse C'(U;R"),
d.h. alle partiellen Ableitungen aller Komponentenfunktionen existieren
in jedem Punkt aus U und seien stetige Funktionen auf U.

Dann heift die Matriz A = A(x?), bestehend aus allen partiellen Ab-
leitungen in einem Punkt x) € U,

A= Df(x") = Jp(x) = (3]‘}) . € M(n,m)

- Ox;/ i=1

das Differential oder die Jacobi-Matriz oder die Funktionalmatriz von

fin x©.

.....

Beispiele.
i) Im Fall n = 1 ist A(x?)) der Gradient von f im Punkt x(%.
ii) Es sei f: R? — R,
T3+ T9

f(x) = T1T9
e’t
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Dann ist f von der Klasse C'(R? R3) und fiir jedes x € R? ist

2.5171 1
A= A(X) = o I
e 0

Gibt es eine Verallgemeinerung der Kettenregel?

Satz 14.2. Es seien U C R™, V C R¥, g: U = R*, f: V = R", es
gelte g(U) C V und die Abbildungen f, g seien von der Klasse C*.
Dann ist auch die Abbildung f o g: R™ D U — R™ von der Klasse C!
und in jedem Punkt x©) € U gilt

D(fog)(x") = Df(9(x")Dg(x) .

g
f

ﬁ \

.X(O)
RTL
UcCR™

Abbildung 14.10: Zur Kettenregel.

Beispiele.
i) Im Spezialfall f reellwertig (n =1) gilt (h:= fog)
Dh(x") = Df(g(x"))Dg(x")

of of

= (5,66 - 5 (o)
dg dg1

a—m<_<°>> &)

Ogr. 0 oGy, 0

8_331(_( )) . 3xm( ())
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verédnderlicher
Insbesondere ist (i = 1,...,m)
: %,
Z _f 1) 994 (0
8@ — 0y, (x 8@
Es sei (Polarkoordinaten)

U—{(;):O<T,O<go<27r},

qg: <;)n—>§ <T098(¢)) . [ RESR.

rsin(p)
Dann gilt fiir h = fog:

oh 0 0

o a:fl cosle) + a?f inle) v
Oh 0 0

5o = _851 (—rsin(p)) + 8527“ cos(¢p) - (2)

Multipliziert man die Gleichung (1) mit r sin(), Gleichung (2) mit
cos(¢) und addiert sie anschlieend, so folgt

0 _ 0 cos(p) 0
N il “n
019 sin() 87“h + r Oy (3)
Wird die Gleichung (3) wiederum in (1) eingesetzt, so folgt
0 0 sin(yp) 0
—f = — —h. 4
0x1 cos(yp )87“h r Oy (4)

Die Beziehungen (3) und (4) werden symbolisch geschrieben als

g 0  sin(p) 0
or, COS(SO)&T

r o dp’
g . d cos(p) 0
Oxy Sm(gp)ar * r dp’

es handelt sich um den Nabla-Operator in Polarkoordinaten. Ana-
loge Ausdriicke konnen auch fiir andere krummlinige Koordinaten
hergeleitet werden.
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Spezielle Differentialoperatoren.

In den Anwendungen spielen neben dem Gradienten weitere spezielle
Differentialoperatoren eine herausragende Rolle:

Definition 14.5. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung
F : RTU D U % R?n ,

also eine Abbildung, die jedem x € U wieder einen Vektor F(x) € R™
zuordnet. (Beispiel: x — V f(x) als Spaltenvektor interpretiert).

i) Es heifst

div F(x) := (V7 Z axz

die Divergenz des Vektorfeldes F' im Punkt x € U.

i1) Ist speziell m = 3 und, so heifst

0F;  0F,
(9932 31173
rot F(x) = (V' x F)(x) == | 5255 | (x) eR?
OF, _ OFy
8331 8$2

die Rotation des Vektorfeldes v im Punkt x € U.

iii) Man setzt

Af(x) :=div grad f(x f:ai(a%)

wobei A Laplace-Operator heift.

Bemerkungen.

i) Die Divergenz ist ein Maf fiir “Quellen und Senken” eines Vektor-
feldes.

In der Fluid-Mechanik bedeutet “div Geschwindigkeitsfeld = 0”
die Massenerhaltung.
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i1) Die Rotation gibt Informationen iiber mogliche “Wirbel” eines
Vektorfeldes.

i11) Die partielle Differentialgleichung Af = 0 heifit die Potentialglei-
chung, die Losungen sind sogenannte harmonische Funktionen.

iv) Fiir Beziehungen wie rot grad = 0 etc. sei auf die Ubungen
verwiesen.

Beispiele.
i) Es sei F(x) =

div F(x) = i Z gil =

Z:

1/2
it) Es sei f(x) = (Zlﬁil x?) , U = R™ — 0. Dann gilt (V[ als

Spaltenvektor interpretiert)

Vi(x) = —— cR";

Af(x) = divgrad f(x) = Z

Ho6here Ableitungen.

Oben sind bereits partielle Ableitungen D;f selbst als Abbildungen
U — R" aufgefasst worden.
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So kénnen auch hohere Ableitungen eingefiithrt werden, wobei hier der
Einfachheit halber der skalare Fall n = 1 betrachtet wird:

Definition 14.6. Es sei f: U — R wvon der Klasse CY(U) und die
partiellen Ableitungen D;f: U — R, i =1, ..., m, seien selbst wieder

partiell differenzierbar (und nach der Generalvoraussetzung stetige
Funktionen auf U ).

Dann heifit f zweimal (stetig) differenzierbar mit partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung D;D;f, i =1, ..., m, j=1, ..., m.
Notation: f € C*(U).

Bemerkung. Induktiv werden Ableitungen k' Ordnung, k& > 2,
definiert.

Beispiel. (Laplace-Operator in Polarkoordinaten) Die zweimalige An-
wendung von (3) und (4) liefert in Polarkoordinaten (wieder in der
symbolischen Screibweise) (~» Ubungen)

7 10> 10

A=ortaag Trar

Wie héngt D;D;f mit D;D;f zusammen?

Idee. Klarerweise sind die Ableitungen vertauschbar, falls

flx)=a%b, a, beR, U=R>

Satz 14.3. Ist f: U — R von der Klasse C*(U), so gilt fiir alle x € U,
i ji=1,....n
O f
(9@(93:2-

= D;D;f(x) = D;D, f(x) .

Vorsicht. Ohne die Generalvoraussetzung der Stetigkeit aller Ablei-
tungen ist Satz 14.3 falsch.
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Beispiel (Ubung!):

2 2
L1 — 3
T1Ty—— firx #0,
f(x) = a3 + a3
0 firx=0.

14.3 Extremwertaufgaben in mehreren Verénder-
lichen

Da bei Extremwertaufgaben Funktionswerte verglichen werden und
im R” fiir n > 1 keine Relation “<” definiert ist, sind die folgenden
Betrachtungen nur im skalaren Fall n = 1 sinnvoll und kénnen nicht
auf die vektorwertige Situation verallgemeinert werden.

Wie im Fall einer Variablen wird zunéchst eine notwendige Bedingung
studiert (vgl. Satz 8.5).

Als Vorbereitung ist das Analogon zu Definition 8.3 festzuhalten:

Definition 14.7. Eine Funktion f: R™ > U — R hat im Punkt x) €
U ein lokales Maximum (lokales Minimum), falls ein r > 0 existiert
mit

fEY) > f(x) (lok. Maz.) bzw.  f(x") < f(x) (lok. Min.)

firalexe{y eU: |y —x"| <r}.
Giilt jeweils die strikte Ungleichung, so spricht man von einem strengen
lokalen Mazimum (Minimum,).

Bemerkungen. Wie im Fall m =1 gilt:
i) Lokale Maxima und lokale Minima heiflen lokale Extrema.

i1) Ein lokales Extremum ist von einem globalen (oder absoluten)
Extremum zu unterscheiden.
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Satz 14.4. Die Funktion f: R™ D U — R habe im Punkt x'°) € U ein
lokales Extremum und set dort differenzierbar.
Dann qilt

Vi) =0.

Beispiel. Betrachtet sei das Paraboloid aus Abbildung 14.9, d.h. f:
R? —» R, f(x) = ¢+ 2% + 23 fiir alle x € R* und fiir eine Konstante

c € R. Es ist
o 2.’L’1

und einiziger Kandidat fiir ein lokales Extremum ist der Punkt x = 0.

Bemerkungen.

i) Beim analogen Satz 8.5 wurden Punkte z( aus einem offenen In-
tervall betrachtet.

Als Gegenstiick greift hier der zweite Teil der Generalvorausset-
zung dieses Kapitels, d.h. es werden nur innere Punkte von U be-
trachtet.

ii) Die Bedingung Vf(x(?)) = 0 ist lediglich notwendig, aber nicht
hinreichend dafiir, dass in x(© eine lokales Extremum vorliegt
(vollig analog zum Fall m = 1).

In Abbildung 14.11 ist eine Funktion skizziert, die im Nullpunkt
lediglich einen Sattelpunkt (kritischen Punkt) mit verschwinden-
der Ableitung hat.

Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema?

Satz 8.8 halt hinreichende Bedingungen fiir die Existenz lokaler Extre-
ma im Fall m = 1 fest. Dort wird mit Hilfe des Vorzeichens der zweiten
Ableitung argumentiert.

Im Fall mehrerer Verdnderlicher ist zunédchst nicht klar, wie eine
Vorzeichenbedingung zu formulieren ist, um eine Verallgemeinerung
des Satzes zu erhalten. Man setzt:
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Abbildung 14.11: Ein Sattelpunkt.

Definition 14.8. Es sei A € M(m,m) eine symmetrische Matriz.
i) A heifit positiv definit, falls
(v, Av) >0 fir alle v€ R™ — {0} .

i1) A heif$t positiv semidefinit, falls

(v,Av) >0 fir alle v € R™.

iii) A heifft negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls die Matrix
— A positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist.
iv) A heifit indefinit, falls v, w € R™ existieren mit

(v,Av) >0, (w,Aw) <0.

Beispiele.

i) Die Matrix A = I, € M(m,m) ist positiv definit, da fiir alle
v € R" — {0} gilt

(v, I,v) = [[v]* > 0.
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i1) Es sei
1 0
A= c M(2,2) .
(o 1)ecmes
Sind eV, e® die kanonischen Basisvektoren des R2, so gilt

(e, ey =1, (e, 4e?) = —1

)

die Matrix A ist indefinit.

Bemerkung. Der Zusammenhang mit dem Vorzeichen der Eigenwerte
wird in den Ubungen diskutiert.

Zur weiteren Behandlung von Extremwertaufgaben ist die folgende
Matrix der zweiten Ableitungen zu bilden:

Definition 14.9. Es sei f: R™ D U — R zweimal stetig differenzierbar.

0)

Die Hessesche Matriz von f im Punkt x© € U ist die symmetrische

m X m-Matrix

1<j<m
1<i<m

(Hess f)(x"") := (D;Dif (x")) € M(m,m) .

Mit den Definitionen 14.8 und 14.9 kann schlie3lich formuliert werden:

Satz 14.5. Es sei f: R™ D U — R zweimal stetig differenzierbar.
Egistiert ein Punkt x©) € U mit V f(x(0) =0, so gilt:

i) Ist (Hess f)(xV)) positiv definit, so ist X' ein strikter Minimierer
von f.

ii) Ist (Hess f)(x0) negativ definit, so ist x©) ein strikter Mazimierer
von f.

iii) Ist (Hess f)(x)) indefinit, so besitzt f in x kein lokales Extre-
mum.
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Beispiel. Man betrachte wieder obiges Paraboloid. Die Hessesche Ma-
trix

tess N = (5 )

ist stets positiv definit, x(?) = 0 ist also ein strikter Minimierer, wie es
in Abbildung 14.9 angedeutet ist.

Bemerkungen.

i) Im Fall m = 2 kann die Situation wie folgt zusammengefasst
werden:

Ist in einem kritischen Punkt x(©) € U

tess N = (5 1)

SO 1st

e a >0, ac — b*> > 0 hinreichend fiir ein Minimum;
e a <0, ac — b*> > 0 hinreichend fiir ein Maximum;
e a >0, ac — b*> > 0 notwendig fiir ein Minimum;

e a <0, ac— b*> > 0 notwendig fiir ein Minimum.
Ist hingegen ac — b? < 0, so kann x(© keine Extremalstelle sein.

i1) Zur systematischen Untersuchung des Falls m > 2 sei auf die
Literatur verwiesen.

Beispiel. Ist m = 2 und
f(x) = 62129 — 33 — 227,

so sind die einzigen kritischen Punkte

o_ (VY m_ (1
==(5) #=(1)

Die Hessesche Matrix ist
(Hess /) (x) = ( s o ) -

Demnach kann x(¥ keine Extremalstelle sein, in xM hat f ein lokales
Maximum.



Kapitel 15

Kurvenintegrale

Typisches Beispiel. Man betrachte eine stetig differenzierbare Kurve
v: I=la, b)) > U CR™.

In einem Kraftfeld F: U — R™ bewege sich ein Massenpunkt lings
dieser Kurve.

Die zu verrichtende Arbeit (“Kraft x Weg”) ist nur vom Anteil der
Kraft in Kurvenrichtung abhéngig, wie es in Abbildung 15.1 angedeutet
ist, d.h. es ist das Skalarprodukt aus Kraft und Weg zu betrachten.

Abbildung 15.1: Zur Berechnung der verrichteten Arbeit.

Definition 15.1. Es sei U C R™ offen, F': U — R™ sei ein stetiges
Vektorfeld und ~v: I = [a,b] — U sei eine glatte Kurve.

233
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Dann heifst

/7<F, dx) = /;(F(v(t))m’(t» di ZI/7 i:Fz dz;

das Kurvenintegral des Vektorfeldes F' lings der Kurve 7.

Bemerkungen.
i) Um auch stiickweise glatte Kurven v betrachten zu koénnen, die

sich wie in Abbildung 15.2 aus glatten “Teilkurven” v, ... ~®)
stetig zusammensetzen, definiert man

L<F, dx) := ;/w)@ dx) .
7 (h)

_I\,[21:‘|'2::

"."I::*I[f;ﬂ

Abbildung 15.2: Eine Stiickweise glatte Kurve (Spur).

i1) Nach obiger Motivation des Kurvenintegrals {iber den Begriff der
Arbeit sollte ein Kurvenintegral invariant unter orientierungser-
haltenden Parametertransformationen sein (vgl. Definition 14.2).

Tatsdchlich gilt fiir eine Kurve v: [a,b] — R™, eine glatte orien-
tierungstreue Parametertransformation ¢: [o, 5] — [a, b] sowie 7:
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[&76] — R", yi=~vo¢:
B
/ (F, dx) = / (F(3(r)), 7 () dr

8
_ / (F oy(0(7)), 7 (p(r))(7) dr
)7 (1)) dt

Y
St / (F(/(1) (1) dit = [ (F, dx) .

iii) Ist 4 eine Kurve, die mittels einer orientierungsumkehrenden Pa-
rametertransformation aus v hervorgeht, so sieht man wie oben

/ﬁm d§>=—A<F, dx)

Aus diesem Grunde wird manchmal —~ fiir einen in umgekehrter
Orientierung durchlaufenen Weg geschrieben.

Beispiele.

i) Es fliefle ein konstanter Strom I durch einen unendlich langen Lei-
ter im R3. Es wird ein Magnetfeld

B: U={xeR: 2242340} - R

aufgebaut mit
L2
x? + x5
B(x) =1 .
x? + 22

0

Berechnet werden soll nun das Kurvenintegral langs der Kurve +,

r cos(t)
te0,2m)— [ rsin(t) | , r>0.
konst.
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N\

Abbildung 15.3: Magnetfeld um einen Leiter.

Es ist
2 —rsin(t) —rsin(t)
/(B, dx) = ]/ —2< rcos(t) |, | rcos(t) dt
g o7 0 0

2
= I/ 1dt =2n1.
0

Auf dieses Beispiel wird in Kiirze noch zuriickgegriffen werden.

ii) Das Vektorfeld F: R? — R? sei gegeben durch

Flx) = (m%+x§> |

I1T2

Betrachtet seien weiter die Kurven

y: tel0,1] — (z) € R?,

¥ tel0,1] — (;2) e R?.

Zu beachten ist dabei: Anfangs- und Endpunkt beider Kurven
stimmen iiberein (vgl. Abbildung 15.4).
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xy

Abbildung 15.4: Zur Wegabhéngigkeit des Kurvenintegrals.

Es gilt aber:

firs = {73 [ e
firs = {75 (3) o o

Im Allgemeinen hiangt das Kurvenintegral also nicht nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab, es kommt auch auf die spezielle Wahl
des Weges an.

Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrals?

Frage. In welchen Fillen ist das Kurvenintegral wegunabhingig,
d.h. nur vom Anfangs- und vom Endpunkt abhéngig?

Dabei ist die Wegunabhéngigkeit dquivalent zu

/ (F, dx) =0 fiir jeden geschlossenen Weg ,
gl

d.h. fiir jede geschlossen durchlaufene Kurve v, d.h. v(a) = ~(b).
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Dies sieht man anhand von Abbildung 15.5 ein, indem man den Weg
v =M — ~® betrachtet.

,?_1L]

A2}

B

Abbildung 15.5: Wegabhéngigkeit und geschlossene Wege.

Beispiel. Wird eine Masse im Gravitationsfeld angehoben, so ist die
verrichtete Arbeit nur abhéngig von der iiberwundenen Hohe, der Weg,
auf dem das geschehen ist, spielt keine Rolle. Das Gravitationsfeld ist
konservativ.

Werden hingegen Reibungsverluste beriicksichtigt, so wird die spezielle
Wahl des Weges eine wichtige Rolle spielen.

Definition 15.2. Es sei U C R™ offen und F': U — R™ sei ein stetiges
Vektorfeld.

Falls eine Funktion p: U — R existiert mait
F(x) = Vp(x) firale xeU,

so heifit ¢ ein Potential von F. Das Vektorfeld F' bezeichnet man in
diesem Fall als konservativ.

Satz 15.1. Es sei U C R™ offen und F: U — R™ sei ein stetiges,
konservatives Vektorfeld.

Ist v: [a,b] — U eine (stickweise) glatte Kurve und ist @ ein Potential
von F', so gilt

/ (F, dx) = o(1(b) — o(x(a)) .

v
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Beweisidee. Man berechne fj Lo(y(t)) dt (~ Ubungen).

Beispiele.
i) BEs sei F': R® — R3,

Ty + 23
F(x)=| 323
1

Dann gilt F' = V¢ mit
L, 3
p(x) = 571 + x5 + T3 .

Zu beachten ist hier (nachrechnen!)
rot /'=0.

Allgemein wurde fiir beliebiges ¢: R®* C U — R von der Klasse C?
in den Ubungen nachgerechnet:

rot(grad ) =0 .

Hat demnach ein (glattes) Vektorfeld F: R?* € U — R3 ein Poten-
tial, so muss rot F' verschwinden (als notwenige Bedingung fiir die
Existenz eines Potentials).
i1) Zuriick zum Beispiel des unendlich langen Leiters: Es sei wieder
T2
x? + 23

B(x) = adl
x? + a3

0

Betrachtet man auf U = {x € R?: z; > 0} die Funktion

¢(x) = arctan <@> :
I



240 Kurvenintegrale

so erkennt man

6@ 1 ( 1 ) X9
_ = _ — —= :——’
0y 1_|_z_§ z? ? x? + 23
1
8@ o 1 1_ 1
Oxy 148w ai+aj’
3
0
% _
6x3

@ ist also auf U ein Potential von B.

Nach Satz 15.1 kann B aber kein Potential auf {x € R3 : 22 +23 #
0} haben (vgl. auch Abbildung 15.6).

Iy &“\\\\_ - f’\

N A -"\
/_\ f (F,dx) =0

i e e L . e - .

/ i
L . i_ :

Abbildung 15.6: B kann kein “globales” Potential haben.

Ubung. Man berechne rot B auf {x € R* : z? + 2 # 0} und
interpretiere das Ergebnis.



Kapitel 16

Integrale im R"

16.1 Das Riemannsche Integral

Idee. Ist f: M C R" — R eine beschrinkte Funktion, so sollte das
Integral [ o AV ein Maf3 fiir das Volumen des vom Graphen und von
M berandeten Korpers sein, so wie es in Abbildung 16.1 angedeutet
ist.

f(x)

! I/JI;IH-H"-
i £ FEX
oS ."l
n:f///j \\‘\.‘:,,\;# r

; — :.. I

J

£ M ‘]

LS

— e

Abbildung 16.1: Zur Idee des Riemannschen Intgerals.

Bemerkung. Die einfithrenden Bemerkungen zur Vorgehensweise
iibertragen sich natiirlich sinngemafl aus Kapitel 9.

Beispiel zur Definition des Integrals. Es sei n = 2 und es sei
R = [a,b] x [c,d] C R? ein Rechteck im R?.

241
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Abbildung 16.2 zeigt, wie Unter- und Obersummen in diesem Fall
vollig analog zur eindimensionalen Situation erkléart sind.

Abbildung 16.2: Unter- und Obersummen.

Ubung. Essein € N, I}, L, ..., I, seien reelle Intervalle und es sei
C=LxIyx---x1I,CR".

C' heilt dann eine Zelle im R". Man definiere analog zum Fall n = 1
den Begriff integrierbare Funktion f: C' — R.

Notation:

7(5) = [ v = [ s av

_ //.../Cf(g)dazl...dxn,

Z(f) heifit das Riemannsche Integral von f iiber die Zelle C, dV heifit
das Volumenelement.

Bemerkung. Die Bemerkungen und Integrabilitéitskriterien aus dem
Fall n = 1 iibertragen sich analog, beispielsweise gilt
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Satz 16.1. Ist f: R" — R stetig auf der Zelle C, so ist f integrierbar
auf C'.

Wie berechnet man Integrale iiber Zellen im R"?

Satz 16.2. Es sei 0.E. n =2 (fir n > 3 gelten analoge Aussagen). Es
sei weiter f: R?2 — R integrierbar auf der Zelle

C={xecR?: a<2,<b c<wy<d}.

i) Falls fiir jedes fizierte x1 € |a,b] das Integral fcdf(g)da:g existiert,
so existiert das “iterierte” Integral

/ab [/Cdf(g)dz@] dxy
/Cf(z) dV=/ab [/Cdf(z)dxz]dxl.

i1) Falls fiir jedes fizierte xo € [c,d] das Integral fab f(x)dxy existiert,
so gilt die analoge Aussage.

und es gilt

Bemerkungen.

i) Mit diesem Satz ist erst die Notation als Mehrfachintegral
[ Jo f(x) day dzs gerechtfertigt.

i1) Die Berechnung eines Integrals im R™ wird mithilfe von Satz
16.2 auf zwei nacheinander auszufithrende “eindimensionale”
Integrationen zuriickgefiihrt.

Damit iibertragen sich (unter den Voraussetzungen von Satz 16.2)
die bekannten Eigenschaften aus der Integralrechnung einer Varia-
blen (Linearitat ... )
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iii) Wie Beispiele zeigen, folgt allein aus der Existenz der iterierten
Integrale in Satz 16.2 nicht die Existenz von [, f(x) dV.

Alle im Folgenden auftretenden Funktionen sind jedoch als inte-
grierbar an genommen.

iv) Es sei also f beispielsweise stetig auf C, so dass alle auftretenden
Integrale existieren.

Dann gilt nach Satz 16.2 fiir das Zweifachintegral (mit der Notation
f(x) = f(z1,32))

W [swar= [ [ [ s d@] oy

also wird fiir festes x; erst das Einfachintegral

d
/ f(x1, z9) dae =: g(x1)
bestimmt, dann die Funktion g(z1) bzgl. z; integriert.

Xq
A

E

L
{
it b T

Abbildung 16.3: Eine Moglichkeit zur Berechnung eines Zweifachintegrals.

(b) /Cf(g) dr = /Cd [/abf(xl,xg) dx1] dws.

Hier ist die Situation umgekehrt (siehe Abbildung 16.4).
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d

———————

S

Abbildung 16.4: Eine zweite Moglichkeit zur Berechnung eines Zweifachintegrals.

Beispiele.

i) BEssei C={xeR?*: 0< 2 <1, 1< 29 <2}, f(a1,20) = 272,

Dann ist f stetig auf C', insbesondere sind die Voraussetzungen
aus Satz 16.2 erfiillt, es gilt

2 [ /1
/ngz dV = / / x1? dzy | dzy
c 1 | Jo

1 T2+l 4
x 1
/ gj:f2 dxl = 1 ‘ =
0 zo+1lo  zo+1

und damit

2
1
/ x? dV = / 1 dzy =In(1 + .flfg)ﬁ =1In(3/2) .
c 1

l’g‘l‘

i1) Es sei jetzt n = 3,
C={xcR’: 0<2<2 0<2y<1, 2<23<4}.
Als stetiger Integrand f sei die Funktion
f(xX) =21+ 22+ 23 .
betrachtet. Mit der Notation

sz,m3:{<x2): 0§$2§1,2§Z3§4}

Z3
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folgt

/Cf(z) dV:/C

T2,T3

2
[/ (21 + w9 + x3) doy | AV (29, x3)
Jo

e

~
:19(962,%3)

wobei dV/(xs, x3) das zweidimensionale Volumenelement (bzgl. der
Variablen x5y, x3) bezeichne.

Eine nochmalige Anwendung von Satz 16.2 liefert

J

2,73

g(x9, x3) AV (z9, x3) = /24 lfolg(asz,xg) dx2] dzs

und insgesamt:

2
/ f(x)dV = / (x1 4+ 29 + x3) d:z:1] d:z:2] dxs
C 0

T
s~

2
2
X1
E + xl(xg -+ x‘g)

Il
T
s~

d:Cg] dl’3
0

[l
T

[ 1
/ [2 + 2$2 + 2%3] dx2] dxg
0

4

I
S

4
4
= /2 [3 + 2x3) daz = [3.%’34-1‘:23}2 =18.

Man will aber nicht nur iiber Zellen integrieren!

Bei der Integration in einer Verdnderlichen geniigt es, Integrale iiber
Intervalle definiert zu haben.

In mehreren Verdnderlichen ist die Beschrankung auf Zellen hingegen
viel zu restriktiv.
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Das Riemannsche Integral kann etwa auf sogenannten quadrierbaren
Mengen eingefiihrt werden, wozu hier lediglich auf die Literatur ver-

wiesen sel.

Eine kleine aber fiir praktische Zwecke gut handbare Klasse ist:

Definition 16.1. i) Eine Menge M C R? heifit x9-projizierbar oder

i)

i)

Normalbereich in xo-Richtung, falls M von der Form ist
M={xeR*: 1 €[a,b], p1(21) < 2 < (1)},
wobei p1, wo zwei auf [a,b] stetige Funktionen seien.

Eine Menge M C R? heifit x1-projizierbar oder Normalbereich in
x1-Richtung, falls M von der Form ist

M={x€R*: x5 € [e,d], ¥1(x2) < a1 < a(x2)},
wobei 1, Py zwei auf [c,d] stetige Funktionen seien.

Eine Menge M C R" heifit Normalbereich in xj-Richtung, 1 < j <
n, wenn sie die Form

M={xeR": yeK, &4(y) <z; <&(y)}

/x;\

Lj-1

hat, wobei

Lj+1

\ )

und wobei K eine (prazise: kompakte, quadrierbare Menge) des
R"1 bezeichne. Die Funktionen &, &: K — R seien stetig.

Idee. M.a.W. bedeutet etwa xo-Projizierbarkeit, dass M von den
Graphen der Funktionen ¢;(x1) und @s(x1) eingesperrt ist.
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Bei einer Integration in Verallgemeinerung von Satz 16.2 kann dann
zundchst das Integral bzgl. xo fiir fixiertes x1 zwischen den Grenzen
¢1(x1) und @o(x1) berechnet werden, anschlieBend wird das von 4
abhéngende Ergebnis bzgl. x; integriert.

Beispiele zur Projizierbarkeit.

i) Zweidimensionale Beispiele sind in den Abbildungen 16.5-16.8 dar-
gestellt.

X3

M

7\

I

Abbildung 16.5: M ist x5 projizierbar, nicht x; projizierbar.

Iz

Abbildung 16.6: M ist x; projizierbar, nicht x5 projizierbar.

i1) Man betrachte obiges dreidimensionales Beispiel der Zelle

C={xeR’: 0<2 <2, 0<2,<1,2<w3<4}.
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Iz

Iy

Abbildung 16.7: M ist x; projizierbar und z, projizierbar.

g \ ) /
! L % .
: ol g
Ty

Abbildung 16.8: M ist weder x; projizierbar noch x; projizierbar.

Mit der Notation

:() Cay) =0, Gly)=2,

Z3

<

1st
K=0Cpu=1{y: 0522 <1, 2< 23 <4}
und
C={xeR:yekK &y <z <&y},
die Zelle ist also ein Normalbereich in x1-Richtung (selbstverstand-
lich ebenso in z5- und z3-Richtung).

iit) Es sei M C R? das “Raumstiick”, welches den beiden Zylindern
{(x€eR?: 2?4+ 23 <1} und {x € R*: 2} + 25 < 1} gemeinsam
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ist,
M={xcR: 2i+5<1}n{xcR: 2] +23<1}.

Dann ist M Normalbereich in xz3-Richtung (analog in z5-
Richtung), denn mit

y

(i1>EK::{yER2: o7 4 x5 < 1}
) Y

&(y) = —y/1— 2%, Ea(y) = \/1—2? fiir alle yekK
ist

M={xeR: yek, &4(y) <z < &(y)} -
Ubung. Fertigen Sie eine Skizze an.
Es sei

M:{XGRgl 1 >0, 29 >0, 23 >0, $1+$2+ZC3§1}.

Wieder ist M Normalbereich in x3-Richtung (andere Richtungen
analog).

Die Menge K findet man wie folgt. Zundchst muss auf K gelten:
x1 > 0 und x5 > 0. Es ist weiter in K

y= (%) aly)=0. &@=1-n-z.

)

Da die Bedingung &i(y) < &(y) auf ganz K erfiillt sein muss,
ergibt sich

K:{X€R2: 1 >0, 29>0, x1+ 20 < 1} .

Ubung. Fertigen Sie eine Skizze an.

Als Definition des Riemannschen Integrals iiber Normalbereiche und
gleichzeitig als Satz zu deren Berechnung kann nun formuliert werden
(Cavalierisches Prinzip zur Berechnung von Volumina fiir f = 1 oder
der Satz von Fubini)
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Satz 16.3. Es sei M C R" und f: M — R stetig. Dann gilt mit den
obigen Bezeichnungen:

i) Ist n =2 und M ein Normalbereich in xo-Richtung, so gilt

b pa(z1)
/ f dV = / / f(xl,xg) dxg dxl .
M a v1(z1)

i1) Ist n =2 und M ein Normalbereich in x1-Richtung, so gilt

d a(x2)
/ f dV = / / f(il?l,l'g) da:l dl’g .
M c Y1 (z2)

i11) Im allgemeinen Falln > 2, M Normalbereich in eine Richtung x;,
1<j<n,git

[ rav= | [ Lz()y)f(z) dz,

wobei dV,_1 das (n — 1)-dimensionale Volumenelement auf
K C R"! bezeichne.

dVi—1,

Bemerkungen.

i) Der Satz fiihrt Integrale in R" als Mehrfachintegrale ein und ist
damit auch ein wesentliches Hilfsmittel zur konkreten Berechnung.

Analog zu Satz 16.2 ist die anschauliche Vorstellung in den Abbil-
dungen 16.9 und 16.10 wiedergegeben.

i1) Ist M in verschiedene Richtungen ein Normalbereich, so kann
natiirlich die “einfachste” Berechnungsmethode gewahlt werden.

i11) Ist M kein Normalbereich, so kann versucht werden, A/ in endlich
viele Normalbereiche zu zerlegen, um Satz 16.3 anzuwenden.
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Ez{? 1)

@r1{x1)

Iy

Abbildung 16.9: Iterierte Integration fiir einen xo-Normalbereich.

£

Abbildung 16.10: Iterierte Integration fiir einen z;-Normalbereich.

Beispiele.

i) Es sei R > 0 fixiert und M := {x € R? : 27 + 23 < R? 1, > 0}.
Der Integrand f: R? — R? sei gegeben durch

f(x) = zizy .

1'¢ Moglichkeit: Man rechne nach Satz 16.3, i) (vgl. Abbildung
16.12):
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M

Abbildung 16.11: Eine Zerlegung in Normalbereiche.

R [ py/R2—22
/x%xg dV = / / m%xz dzo| day
M

-R 0

_ /R x%xz}\/mdxl
Rt 0
1 R

— —/ :C%(R2—ZU%) d:z:l
2 ) x

Abbildung 16.12: 1** Moglichkeit.

2" Moglichkeit: Man rechne nach Satz 16.3, 4i) (vgl. Abbildung
16.13):
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R \/ R?—a3
/x%xg dV = / / x%:z:g dzy| dzs
M 0 -/

R I R

Abbildung 16.13: 2'¢ Moglichkeit.

i1) Gesucht sei das Volumen V' des Tetraeders T' mit den Ecken O = 0,

a 0 0
A=10]|, B=|b |, C=01], a,b ¢c>0 fixiert,
0 0

d.h. man berechne

/1dV,
T

wobei dV das dreidimensionale Volumenelement bezeichne.

Um die richtigen Integrationsgrenzen zu finden, beachtet man, dass
die Punkte A, B, C in der durch

ﬂ+ﬁ+ﬁ:1
a b c
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Abbildung 16.14: Zur Volumenberechnung des Tetraeders.

gegebenen Ebene liegen (vgl. 16.14). Das gesuchte Volumen be-
rechnet sich damit zu

V = /ldV
T
al rb(1—z1/a) c(l—z1/a—x2/b)
— / / / dSC3 dSUQ d:l?l
0 0 0
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Ubung. Man berechne das Integral von

iber dem Dreieck mit den Ecken O, A, B in der (z1,z2)-Ebene (vgl. wie-
der Abbildung 16.14) und interpretiere das Ergebnis.

16.2 Der Transformationssatz

Kann analog zum Fall einer Funktion einer Variablen die Integration
in bestimmten Situationen durch eine (Substitution) Transformation
(d.h. durch eine geeignete Koordinatentransformation) vereinfacht
werden?

Betrachtet seien dazu zwei Mengen U, V' C R" (prézise: mit nur inneren
Punkten) und eine Abbildung ¢g: U — V,

U U1
U>su= : —gu) =v = : ceV.
Up, Un,

Die Abbildung ¢ sei ein Diffeomorhismus, d.h. bijektiv und sowohl g
als auch ¢g~! seien stetig differenzierbar.

Die sogenannte Jacobische Funktionaldeterminante ist fiir einen solchen
Diffeomorphismus stets von Null verschieden, d.h. fiir alle u € U gilt

dg1 dg1
90 o

det Dg(u) = : : (u) #0.
g OGn
20w

Weiterhin sei eine Teilmenge K C V gegeben (prézise: K wird als
kompakt vorausgesetzt, — ein typisches Beispiel einer kompakten
Menge im R" ist die in den Ubungen diskutierte “Kugel mit Rand”

B.(x)).

Unter diesen Voraussetzungen gilt der
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Satz 16.4. (Transformationssatz)
Ist f:' V — R stetig, so gilt

/ f(v) AV () = / £(g(w))ldet Dg(w)] V() .
K g HK)
Dabei 1st

g K)={ueU: g(u) € K}

und 1m Volumenelement ist angedeutet, bzgl. welcher Variablen zu
integrieren 1st.

Abbildung 16.15: Zum Transformationssatz.

Bemerkung. Satz 16.4 hat formal die gleiche Gestalt wie die Substitu-
tionsregel im Fall n = 1. Allerdings ist hier der Betrag der Jacobischen
Funktionaldeterminante zu betrachten.

Beispiele.

i) Im R? seien Polarkoordinaten betrachtet: Es ist

g:(m):(r) , O<r<oo, 0<p<22m,
U2 ¥

sowlie
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i)

Integrale im R"

Die Menge

U:{(;):O<T<oo,0<gp<27r}

ist offen, die Bildmenge
V={xcR*: xy#0falls z > 0}

ist die “aufgeschlitzte” (z1,x2)-Ebene.

7

Abbildung 16.16: Polarkoordinaten im R2.

I

Die Funktionaldeterminante der Transformation g ist

eyl = |(( o) T ) < e 0.

Essei K = {x € R?: 1< a? + 23 < 4}. Gesucht ist
/ \at+addv .
K

Bemerkung. Die Menge A ist nicht vollstindig in der offenen
Menge V' aus i) enthalten, da die (z1, z3)-Ebene geschlitzt ist.

In V fehlt aber nur eine Menge mit “Volumen Null”, ndmlich eine
“Linie”, was die hier auftretenden Integrale nicht verdndert und
die folgenden Rechnungen rechtfertigt (vgl. Abbildung 16.17 fiir
eine formal korrekte Argumentation).
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Abbildung 16.17: Formal muss die schraffierte Menge betrachtet und zum Grenziiber-
gang o — ( iibergegangen werden.

Als Abbildung ¢: ¢7'(K) — K werden Polarkoordinaten ein-
gefiihrt, und aus Satz 16.4 folgt

/K \/ 22+ 23 dV (x)

— / \/r2 cos?() + r2sin®(p) r dV (r, )
9~ 1(K)

2m 2 2m
7 14
= r? dr d@:/ sdp = —m.
/o [/1 ) 3 3

ii1) Kugelkoordinaten im R3.

Hier wird die Transformation

Uy T r cos(p) cos(6)
u=|u | = ¢ | Sv=x=| rsin(p)cos(d)
us 7 rsin(6)

betrachtet. Es ist

r
U= 0 ZT>O,O<Q0<27T,—E<(9<E :
0 2 2
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Abbildung 16.18: Kugelkoordinaten im R3.

das Bild V ist der R? ohne die nicht-negative x;-Achse und ohne
die x3-Achse.

Es gilt (Entwicklung nach der dritten Zeile, vgl. Definition 12.4)
|det Dg|

cos(p) cos(f) —rsin(p)cos(d) —rcos(yp)sin(h)

= sin() cos(0) rcos(p)cos(f) —rsin(p) sin(f)

sin(6) 0 r cos(0)

— sin(0) (r? sin(p) cos(0) sin(8) + r? cos () sin(6) cos(6))
+r cos() (1 cos(p) cos*(0) + rsin () cos*(6))

— sin(6)r?sin(8) cos(6) + r cos(6)r cos?(6)

= r?cos(§) 0 fiir 0 <7, —g<0<§.

iv) Man betrachte jetzt

K:{§€R3:$1ZO, r9 >0, x3 > 0, x%+x§+$§§1}
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und die Funktion

261

f(x) = \/x%+x%+x§

Mittels der Transformation auf Kugelkoordinaten folgt

/ Vot + a3+ a2 dV(x)
K

e

[
g/ol [/0 3 cos(6) d@] dr
g/olrgdr =

rr? cos(f) dgp] d@] dr

NE}

ool

Bemerkung. Oft sind etwa auch Zylinderkoordinaten im R? hilfreich

(vgl. Ubungen).
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Kapitel 17

Der Gaufllsche Integralsatz in der
Ebene

Der Gauflsche Integralsatz ist einer der bedeutensten Sitze in der
Analysis und deren Anwendungen.

Im zweidimensionalen Fall (in der Ebene) kann er mit den bereits
bekannten Mitteln studiert werden, widhrend zum Verstdndnis des
Gauflschen Integralsatzes im R? weiterfithrende geometrische Betrach-
tungen notig sind, die im Rahmen dieser Vorlesung nicht angestellt
werden (&hnliches gilt fiir den Stokesschen Satz).

Mit dem Gauflschen Satz in der Ebene wird ein zweidimensionales
Integral iiber eine Divergenz (Mafi fiir Quellen und Senken) als In-
tegral iiber eine Randkurve geschrieben, welches als Flussintegral zu
interpretieren ist.

Vorbemerkungen.

i) Ist M C R? ein Normalbereich etwa in zo-Richtung (vgl. Definition
16.1), so kann der Rand von M wie in Abbildung 17.1 angedeutet
durch eine stiickweise glatte Kurve ~ parametrisiert werden. Die
Spur der Kurve ist spury = TW UTr® yr® yr®,

i1) Es wird stets angenommen, dass diese Kurve regular ist (7' # 0
auf den Teilkurven) und dass sie so orientiert ist, dass M beim
Durchlaufen der Kurve zur Linken liegt, d.h. OM ist positiv
orientiert.

263
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\
L[m\ /’

]{h

Abbildung 17.1: Der Rand OM.

Die Idee, den Gaufischen Integralsatz aus dem Satz von Fubini (Satz
16.3) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz
9.4) abzuleiten, sei anhand des einfachsten Beispiels angedeutet.

Beispiel. Man betrachte das Quadrat
Q={xeR*: 0<2;,<1,0< 1, <1}

und iiberlege sich, dass es von den Kurven (jeweils auf [0, 1] definiert)

NN @, gy (1

/y 't (O)? ,y 't <t)7
1—t 0

3) . (4) .

Y .t|—>< 1 ), Y .t|—>(1 t)

positiv orientiert berandet wird.

F
Fy
genannten Sétzen (mit der Notation F'(x) = F(xq, x9))

or,
| —
31‘ 1 v /0

= /0 |:F2(]., .IQ) - FQ(O, xg)} dxg

_ L (P dx) + /7 (P dx).

Fiir ein glattes Vektorfeld F' = : R? — R? ist nach den oben

F:
2 dx,

dx
o Or ?
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Analog berechnet sich

/@dv /(F,d§>+/ (F, dx)
0x4 (1) ~(2)

Bezeichnet v die aus v bis 4*) zusammengesetzte stiickweise glatte
Kurve, so ist gezeigt

/ (ﬁ—@) dV:/<F, dx) .
Q 83:1 6562 v

Allgemein gilt:

Satz 17.1. (Gaufscher Integralsatz in der Ebene)

Es sei M C R? sowohl ein Normalbereich in x:-Richtung als auch ein
Normalbereich in xs-Richtung.

Der Rand OM sei positiv orientiert, stiickweise glatt und reguldr.
Weiterhin sei F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, defi-
niert auf einer offenen Obermenge U D M.

Schreibt man F = < ? > und st v wie oben, so folgt
2

OF, OFR\y ..,

Bemerkungen.

i) Wie in Kapitel 15 gezeigt ist, héngt das Kurvenintegral auf der

rechten Seite nicht von der speziellen Wahl der Parametrisierung
ab.

i1) Der Gauflsche Integralsatz in der Ebene gilt beipielsweise auch fiir
sogenannte Greensche Bereiche, das sind endliche Vereinigungen
von Normalbereichen wie oben.

Dabei ist auf die Orientierung der einzelnen Randkurven zu achten
(vgl. Abbildung 17.2).
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19 PE

S T

Abbildung 17.2: Ein Greenscher Bereich.

’ZJ%A

/ M,

i

Beispiele.

i) In Satz 17.1 werde speziell

gewahlt. Dann ist

oFy, 0F
TN qv =2 — 2A(M
/M <8x1 8@) v /M v (M) .

wobei A(M) den Flacheninhalt von M bezeichne.

Der Fldcheninhalt A(M) kann also mittels
e e(2)
gl 1

i1) Ist speziell M die Ellipse

Nlr—\

berechnet werden.

2 2
M:{§€R2: x—;+—2§1}, 0<a beR,

so ist
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eine Parametrisierung von 0M wie in Satz 17.1 gefordert. Es folgt
1 [ —bsin(t) —asin(t)
AM) = 5/0 < ( acos(t) )\ bcos(t) > dt

1 2T
= —/ abdt = mwab.
2 Jo

Interpretation als Fluss.

Es existiere eine regulire C1l-Parametrisierung v(t), t € [a, b], des posi-
tiv orientierten Randes OM. Dann gilt

(S ) +ro= ()

und man bezeichnet

Abbildung 17.3: Die duflere Einheitsnormale an OM.

als die duBere Einheitsnormale an M (zum Parameterwert t)

Ist F' = < ? ) ein stetig differenzierbares Vektorfeld und setzt man
2

F = ( _FF2 ), so folgt aus dem GauBschen Satz fiir F:
1
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. OF  OF, oF, OF
div FdV = —— 2 dV = 22 271\ g
/M v v /M (6561 + 8:62) v /M (8:61 5’:(:2) v

- / (F(v(), () [ ()l dt

Bemerkungen.

i) Das Integral auf der rechten Seite heifit auch der Fluss des Vektor-
feldes I durch M. Man beachte, dass hier nur die Komponente
von F' senkrecht zu OM zu beriicksichtigen ist.

ii) In dieser Form lisst sich Satz 17.1 auf den R? verallgemeinern.



Kapitel 18

Elementares zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung und

Statistik

Zur Begriffsbildung.

i) Wahrscheinlichkeitstheorie/rechnung: Studium von Gesetzméfig-
keiten zufélliger Ereignisse.

i1) Statistik: Daten zufélliger Ereignisse werden gesammelt und in Be-
zug auf bestimmte Aspekte ausgewertet.

Dabei wird zwischen der beschreibenden (deskriptiven) Statitik
(z.B. graphische oder tabellarische Darstellung relevanter Aspek-
te, wobei die Art der Darstellung durchaus schon ein Urteil beein-
flussen kann) und der beurteilenden (schlielenden) Statistik (aus
statistischem Stichprobenmaterial werden Schliisse auf die Grund-
gesamtheit gezogen, Test- und Schétzverfahren werden entwickelt)
unterschieden.

ii1) Stochastik: Sammelbegriff aus Wahrscheinlichkeitstheorie und Sta-
tistik.

18.1 Grundbausteine der Kombinatorik

Die Kombinatorik ist die Lehre des Abzdhlens und als solche ein
wichtiger Bestandteil der elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Statistik.

269
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Das wesentliche Beweisprinzip fiir die Aussagen dieser Sektion ist die
in Kapitel 2.1 vorgestellte vollstandige Induktion.

Der binomische Lehrsatz.

Von allgemeinem Interesse und zugleich wichtige Hilfsmittel an dieser
Stelle sind der binomische Lehrsatz und damit verbunden die soge-
nannten Binomialkoeffizienten:

Satz 18.1. (Binomischer Lehrsatz)
Fiir a, b € R und fiir alle n € N gilt

(a+b)"—§%(z>a”kbk.

Dabei sind die Binomialkoeffizienten ( ]

m ) definiert als

| _

<m> . l!(mmil)! _m(m_l)“z'!(m_lH)’

wobet m, | € Ny, [ < m, (7) =0, fallsm <[, 0! = 1.

Ubung. Rechnen mit Binomialkoeffizienten. Was ist das Pascalsche
Dreieck?

Im Folgenden sei n € N und M eine Menge bestehend aus n Elementen,
wobei in der Regel ohne Einschrinkung M = {1,... n} angenommen
wird.

Permutationen.

Zu k € N wird ein k-Tupel von Elementen aus M betrachtet, d.h.

(ar,a9,...,a) € M x M x ... M .

k-mal
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i)

i)

Permutationen ohne Wiederholung.

Sind in einem solchen Tupel alle Eintragungen verschieden (ins-
besondere muss dann k& < n gelten), so spricht man von einer
k-Permutation aus M ohne Wiederholung, die Menge aller derar-
tigen Permutationen wird mit

Perf(oW) = {(a1,...,a1): aj €{1,...,n}, 1 <j <k,
aﬁéajfﬁrlgz';éjgk}

bezeichnet.

Insgesamt gibt es
|Pery(oW)| =n(n—1)(n—2)...(n—k+1)

verschiedene k-Permutationen aus M ohne Wiederholung.

Beispiel Urnenmodell. In einer Urne befinden sich n num-
merierte, ansonsten gleichartige Kugeln. Aus der Urne werden k
Kugeln gezogen.

Kommt es auf die Reihenfolge der Ziehungen an (wie bei den Ein-
tragungen in einem Tupel) und werden die gezogenen Kugeln nicht
wieder in die Urne zuriickgelegt (wie in einem Tupel ohne Wieder-
holung), so gibt es

n(n—1)...(n — k+ 1) verschiedene Ziehungsmoglichkeiten.

Permutationen mit Wiederholung.

Miissen die Eintragungen in einem Tupel nicht verschieden sein,
so spricht man von einer k-Permutation aus M mit Wiederholung,
die Menge aller derartigen Permutationen wird mit

Perf(mW) := {(a1,...,a;): a; €{1,...,n}, 1 <j <k}

bezeichnet.
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Insgesamt gibt es
|Per (mW)| = n*

verschiedene k-Permutationen aus M mit Wiederholung.

Beispiel Urnenmodell. Kommt es wieder auf die Reihenfolge
der Ziehungen an und werden die gezogenen Kugeln wieder in die
Urne zuriickgelegt (wie in einem Tupel mit Wiederholung), so gibt
es

n* verschiedene Ziehungsméglichkeiten.

Kombinationen.

Kommt es nicht auf die Reihenfolge an, so kénnen — wie bei den Lotto-
zahlen — die Elemente eines Tupels einfach der Grofie nach angeordnet
werden,

(a,a9,...,ap) EM XM x .. M, 1<ay<a<---<a,<n.

k-mal

i) Kombinationen ohne Wiederholung.

Sind in einem solchen der Gréfle nach geordneten Tupel alle Ein-
tragungen verschieden (wieder muss in diesem Fall k < n gelten),
so spricht man von einer k-Kombination aus M ohne Wiederho-
lung, die Menge aller derartigen Kombinationen wird mit
Komj(oW) = {(a1,...,ax): a;j €{1,...,n}, 1 <j <k,
1 <a<as<...<ap < n}

bezeichnet.

Man beachte die strikte Ungleichungskette in der Definition, die
die Bedingung “ohne Wiederholung” widerspiegelt.

Bemerkung. Eine k-Kombination aus M ohne Wiederholung
entspricht genau einer k-elementigen Teilmenge von M.



Elementares zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik 273

i)

Insgesamt gibt es

Koniitow)| = )

verschiedene k-Kombinationen aus M ohne Wiederholung.

Beispiel Urnenmodell. Kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Ziehungen an und werden die gezogenen Kugeln nicht wieder in
die Urne zuriickgelegt (ohne Wiederholung), so gibt es

< Z > verschiedene Ziehungsmoglichkeiten.

Kombinationen mit Wiederholung.

Sind in einem solchen der Grofle nach geordneten Tupel nicht not-
wendig alle Eintragungen verschieden, so spricht man von einer
k-Kombination aus M mit Wiederholung, die Menge aller derarti-
gen Kombinationen wird mit

Komj(mW) = {(a1,...,ar): a; €{1,...,n}, 1 <j <k,
1 <a<a<...<ap <n}

bezeichnet.

Man beachte hier das “<” in der Ungleichungskette, das die
Bedingung “mit Wiederholung” widerspiegelt.

Insgesamt gibt es

k

verschiedene k-Kombinationen aus M mit Wiederholung.

Komi(mi)] = "+ 1)

Beispiel Urnenmodell. Kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Ziehungen an und werden die gezogenen Kugeln wieder in die Urne
zuriickgelegt (mit Wiederholung), so gibt es

<n+k—1

2 > verschiedene Ziehungsmoglichkeiten.
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18.2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Beispiele.

)

i)

Beim einmaligen Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel gibt es insge-
samt 6 Moglichkeiten und jedem der Ereignisse

{1y, 123, {35, {4}, 5}, 16}

wird die Wahrscheinlichkeit 1/6 zugeordnet, ndmlich bei diesem
sogenannten Laplace-Modell die Wahrscheinlichkeit

P(A) = Anzahl der fiir A “giinstigen” Fille

Anzahl aller moglichen Félle

fiir das Eintreten des Ergnisses A.

Das Ereignis “Wurf einer ungeraden Zahl” wird durch die Teil-
menge
{1,3,5} € {1,2,3,4,5,6} =: Q

reprasentiert und tritt nach dem oben Gesagten mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/2 auf.

Die Menge €2 fasst alle moglichen Ergebnisse eines idealen Zu-
fallsexperimentes zusammen und heifit dementsprechend die
Ergebnismenge oder die Grundmenge des Zufallsexperimentes.

Ein Ereignis A wiederum ist eine Teilmenge des Grundraums und
tritt ein, wenn das Ergebnis eines Experimentes ein Element von

A ist.

Bei einem manipulierten Wiirfel (trotzdem ideales Zufallsexpe-
riment!) kann beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, eine 6 zu
wiirfeln, doppelt so grofl sein wie die Wahrscheinlichkeit fiir die
anderen Zahlen, d.h.

P({1}) = P({12}) = P({13}) = P({14}) = P({5}) = % :

P6)) ==
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Wahrscheinlichkeitsraume.

Definition 18.1. Es sei €2 eine endliche Menge Q) = {aq,...,a,} oder
eine abzdihlbar unendliche Menge Q0 = {a; : j € N} und

P(Q2)={E CQ}

die Menge aller Teilmengen von €2, genannt die Potenzmenge von (.
Fine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €2 ist eine Funktion P:
P(2) — [0,1] mit den Eigenschaften:

i) Sind endlich viele oder abzihlbar unendlich viele paarweise dis-
junkte Teilmengen E; C Q, E; N E; = 0 fir i # j, gegeben, so

qgilt
P(UE) = > P(E).
i) P(Q2) = 1.
Sprechweise:

i) (U, P) heifit diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

i1) Fine Teilmenge E C S heifit Ereignis, ein einzelnes Element w €
Q heifst Elementarereignis.

iti) Fir E C Q) heifst P(E) die Wahrscheinlichkeit von E.

Beispiel. Die oben skizzierte Laplace-Verteilung als Modell fiir einen
fairen Wiirfel ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {1,2,3,4,5,6}.

Elementar folgt aus Definition 18.1

Satz 18.2. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und
E C Q. Dann gilt

i) P(B) =) P({w});

weklk

i) P(0) =0;
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iii) P(Q — E) = 1 — P(E).

Beispiel. Bei einem fairen Wiirfel ist

5 = P({1,3,5)) = P{(1}) + P({3}) + P({5}) = 1 - P({2,4,6})

Beispiel. Es sei 2 = {W, Z} (Wappen oder Zahl) die Menge der Er-
gebnisse eines einmaligen Miinzwurfes, d.h.

Q= {(C&.}l,WQ,...,wn): w € {W,Z}, 1= 1,...,n}

ist die Menge der moglichen Ergebnisse beim n-maligen Miinzwurf.

Die Wahrscheinlichkeit bei einem Wurf Wappen zu werfen sei p € (0, 1),
die Wahrscheinlichkeit Zahl zu werfen ¢ =1 —p € (0, 1).

Dann ist die Wahrscheinlichkeit bei n Wiirfen in den ersten k& Wiirfen
Wappen zu werfen und in den verbleibenden n — k Wiirfen Zahl zu
werfen

pkzqn—k .
Die Wahrscheinlichkeit bei n Wiirfen & mal Wappen und n — k mal
Zahl zu werfen ist (Ubung, vgl. Abschnitt 18.1)

n k n—k
<k>m |

In dem Beispiel handelt es sich um einen Spezialfall von

Definition 18.2. Es sei Q = {1,2,...,n}, p € (0,1) und ¢ = 1 — p.
Dann ist die Binomialverteilung mit den Parametern p und q gegeben
durch

Buy(h) = PR = ()b, 0<h<n,

Ubung. Bei der Binomialverteilung handelt es sich um eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung im Sinne von Definition 18.1.
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Bemerkung. Als Grenzwert der Binomialverteilung (n — oo, np =
A = konst) ergibt sich die sogenannte Poissonverteilung auf N,

P\({k}) = A A > 0 fixiert.
Schliefllich ist noch zu definieren:

Definition 18.3. Es sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und () #
A, B C Q) seien Ereignisse.

i) Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B ist

P(A|B) = —P(Jf(;f)

i1) Die Ereignisse A und B heiflen unabhdngig, wenn
P(A|B) = P(A)
gilt oder dquivalent ausgedriickt

P(ANB)=P(A)P(B) .
Zufallsvariable und deren Verteilungsfunktion.

Definition 18.4. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

i) Eine Funktion X: Q — R heifft Zufallsvariable oder diskrete Zu-
fallsgrife.

i1) Ist X: Q — R eine Zufallsvariable, so heifit die Funktion Fx:
R — [0, 1],

Fx(t)=P{weQ: X(w) <t}) = P(X <t)

die Verteilung oder kumulative Verteilungsfunktion der Zufallsva-
riablen X .
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Ubung. Die kumulative Verteilungsfunktion hat folgende Eigenschaf-
ten:

i) 0 < Fx(t) <1 fir alle t € R;
i1) fiir a < b gilt
P{weQ: a< X(w) <b}) = Pla <X <b)=Fx(b) — Fx(a) ;
i1i) die Verteilungsfunktion ist monoton wachsend;

iv) limy,_ o Fx(t) =0, limy,o Fx(t) = 1.

Beispiel. Wie oben werde das n-malige Werfen einer Miinze betrach-
tet, wobei wieder die Wahrscheinlichkeit fiir jedes einzelne Ereignis
(w1, ws, ..., wy,) mit genau k Wappen-Ergebnissen durch

P((Wl,WQ, . ,wn)) — pkqn—k

gegeben ist, p € (0,1), g =1—1p.

Als Zufallsvariable betrachte man die Abbildung X, die einem Wurf
mit k Treffern (k mal Wappen) den Wert k zuordnet.

Es ist bereits gezeigt, dass genau ( Z > Tupel mit k Treffern existieren,
d.h.

P(X =k) = P{(wr,...,wp) € (W, T}": X((wr,...,wy)) = k})

und

Die Zufallsvariable X ist binomial verteilt.
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Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer
Zufallsvariablen.

Beispiel. Im Falle einer endlichen Wertemenge und der Gleichvertei-
lung einer Zufallsvariablen, d.h. X (Q2) = {xy, zo, ..., x,} mit

/

PX=z)==, 1<i<n,

Y

S|

sollte der Erwartungswert mit dem arithmetischen Mittel iibereinstim-

n
—:—E ZT; .
n n <

=1

men,
B(X) =

1=1

Allgemein setzt man

Definition 18.5. FEs sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeits-
raum und X: Q — R eine Zufallsvariable mit Wertemenge X () =
{x1,29, ..., 2,} oder X(Q) = {1, 29,...}.

i) Ist X(Q) = {1, 22, ..., 2,} oder ist die Reihe )~ v;P(X = x;)
absolut konvergent, so heifst

E(X):= Y x;P(X =u)
$j€X(Q)
der Erwartungswert von X.

i1) Fxistiert der Erwartungswert E(X) = u und existiert der Erwar-
tungswert fir die Zufallsvariable

Y= (X —p)?,

d.h. fir die quadratische Abweichung vom FErwartungswert, so
heifst
o’ :=V(X):=EY)

die Varianz von X.
iti) Die Grofe
og=+EY)

heifst die Standardabweichung von X.
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Ubung: Rechenregeln. Es gilt

i) V(X) = E(X?) — (E(X))*

it) V(cX +d) = AV(X) fiir alle ¢, d € R;
ii1) die normierte Zufallsgrofie

~ 1
A=

(X — u(X))

hat den Erwartungswert 0 und die Varianz 1.

Beispiel. Betrachtet sei die binomial verteilte Zufallsvariable X wie im
obigen Beispiel des Miinzwurfes. Dann gilt fiir den Erwartungswert per
definitionem

E(X)=Y kP(X=k =k < Z )pkan ,
k=0 k=0

und man erhélt wegen (binomischer Lehrsatz)

n—1
n—1 C n—1)—i e
( . )p’q( V= (p+q =1
0

— J S——
J= =1
schliellich
_ - n! k n—k
E(X) = kk!(n — k:)!p q
k=0
- (n—1)! k=1, (n—1)—(k—1)
= np p
kz:: (k — 1)!((n —1)— (k- 1))!
n—1
n—1 1) —i
= np ( . )pfq( R
Jj=0 J
= np,

d.h.: Wie zu erwarten (warum?) ist der Erwartungswert obiger bino-
mial verteilten Zufallsvariablen X genau np.
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Normalverteilung und zentraler Grenzwertsatz.

Beispielproblem. Die Zufallsvariable X soll ohne Kenntnis ihrer Ver-
teilungsfunktion anhand eines Zufallsexperimentes analysiert werden.
Inwieweit hilft hier eine hiaufige Wiederholung des gleichen Zufallsex-
perimentes?

Zur Beantwortung dieser Frage bendtigt man zunédchst die Gauf3-

sche Glockenkurve oder Dichte der standardisierten Normalverteilung
(vgl. Abbildung 18.1)
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Abbildung 18.1: Die Gaufische Glockenkurve.

1 x?

go(x)::\/%exp<—3>, reR,

wobei man die Eigenschaft “Verteilung” anhand von

1 o0 22
— ex ——dx =1
\/QW/_OO p< 2)

(Beweis: Literatur) einsehen kann.

Die Wiederholung eines Zufallsexperimentes sei nun mit der Zufalls-
variablen X; beschrieben, wobei die X, alle unabhingig voneinander
seien, d.h. (vgl. Definition 18.3, ii)) fiir alle 4, j € N und fiir alle y;,
y; € R gelte ((2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, F¥, Verteilung der Zu-
fallsvariablen X;)

P({w € Xl(w) < Yi, Xj(w) < y]}) - FXz(yZ)FXj(yj) .
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Zu n € N bezeichne Y,, ferner den Mittelwert iiber n-Experimente,

1 n
Yn::E;Xi.

Satz 18.3. (Zentraler Grenzwertsatz)
FEs sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;)en eine Folge von
unabhdngigen Zufallsvariablen auf €2.

Der Erwartungswert p und die Varianz o® aller Zufallsvariablen sei
gleich.

Weiterhin sei }7” die normuerte Variable

o i)

Dann gilt:
i) Der Erwartungswert des Mittelwertes dndert sich nicht, d.h.
EY,) =p.
i1) Je grofler n wird, desto geringer wird die Streuung des Mittelwertes
im Sinne von
vy = (%)

i11) Unabhingig von der Verteilungsfunktion fir die Zufallsvariablen
X; gilt: Der Grenzwert der Verteilungsfunktion fir die normierte
Variable Y, st die Normalverteilung, d.h.
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Symbole

Einige Symbole.

283

Zahlenmengen

N
Ny

Z
Q
R
R+

Ry
C

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der natiirlichen Zahlen mit der 0
Menge der ganzen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahlen mit der 0
Menge der komplexen Zahlen

logische
Operationen

A\
V

=
=
A==

und (Konjunktion zweier Aussagen)
oder (nicht-ausschliefend,
Disjunktion zweier Aussagen)
Folgerung (Implikation)

Aquivalenz

Seite des Doppelpunktes:

per definitionem &dquivalent

Quantoren

L W <€

[

fiir alle
es existiert
es existiert genau ein (auch 3!)

Mengen

C ONN

Teilmenge

nicht Teilmenge
Durchschnitt
Vereinigung
Differenz (auch \)
leere Menge
Element von
nicht Element von

'”ﬂlmsl

Seite des Doppelpunktes
wird definiert als

> Summenzeichen

11 Produktzeichen

+ plusminus

F minusplus
Intervalle [a,b] | abgeschlossen

(a,b) | offen

(a,b] | halboffen

[a,b) | halboffen
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Funktionen o Verkettung
-1 Umkehrfunktion
= f ist identisch rechte Seite (fiir alle z)
grad p Grad eines Polynoms
Konstanten € Eulersche Zahl e = 2.71828 . ..
7 Kreiszahl 7 = 3.14159. ..
komplexe 1 imaginédre Einheit
Zahlen z konjugiert komplexe Zahl
Grenzwerte lim Grenzwert (Limes)
n—oo
lim sup Limes superior
n—oo
lim inf Limes inferior
n—oo
lim Grenzwert einer Funktion
T—X0
d
Ableitungen 1! erste Ableitung (auch d_>
x
" : : d
f zweite Ableitung <auch T2 2)
x
f) n-te Ableitung
Integralrechnung | Z Zerlegung eines Intervalls
Z Obersumme
z Untersumme
b
/ f(x) dx | bestimmtes Integral (Z(f))
/ f(x) dz | unbestimmtes Integral
R(I) Klasse der
Riemann integrierbaren Funktionen
Vektorrechnung | x Vektor
sonstiges n! Fakultét (1-2-----n)
[ Beweisende

(q.e.d: quod erat demonstrandum)




