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Einleitung

Der Begriff der Idealklassenzahl ist aus den Grundlagen der algebraischen Zahlentheorie
bekannt:

Zu einer gegebenen Ordnung O eines algebraischen Zahlkérpers L betrachtet man die
Gruppe J(O) der invertierbaren O-Ideale sowie deren Untergruppe P(O) der O-Hauptideale.
Wofiir man sich interessiert, ist die Picardgruppe Pic(O) = J(0O)/P(O). Ihre Elemente
nennt man Idealklassen von O. Es ist bekannt, dal die Picardgruppe eine endliche Gruppe
ist; ihre Méchtigkeit kann durch Formeln beschrieben werden. Tatséchlich existieren sogar
Algorithmen, die zumindest fiir Kérper mit , kleiner* Diskriminante die Idealklassenzahl in
akzeptabler Zeit berechnen kénnen.

Womit wir uns in der vorliegenden Arbeit beschiiftigen wollen, ist im wesentlichen das
Analogon obiger Situation, wenn wir anstelle des Zahlkorpers L eine Quaternionenalgebra
A iiber einem algebraischen Zahlkérper K betrachten.

Wir definieren ein Ideal Z von A als einen endlich erzeugten Modul iiber dem Ganz-
heitsring Ry von K mit der Eigenschaft K7 = A, und eine Ordnung O von A als ein Ideal
von A, welches zugleich ein unitirer Ring ist. Fiir eine fest gewihlte Ordnung O betrachten
wir die Menge aller O-Linksideale, darunter wollen wir solche Ideale Z verstehen, fiir die
{xreAl2Z CT} =9 ist.

Analog zum Zahlkdrperfall untersuchen wir nun die Aquivalenzklassen aller O-Links-
ideale beziiglich der Relation

I~J D= J =Za fiireinac A*.

Die Betrachtungen beschriankten sich zunichst auf Maximalordnungen von A. Man stell-
te bereits in den 1920/30er Jahren fest, dafl diese Klassenzahl in einem Grofteil der Félle im
wesentlichen mit der Klassenzahl hx des Grundkérpers K {ibereinstimmt (siehe M. Eich-
ler [4]). Ausnahme sind allein die positiv definiten Quaternionenalgebren, also diejenigen,
fiir die Ko, ®x A fiir alle archimedischen Stellen co; eine Divisionsalgebra ist.

1938 erschien die Arbeit [5] von M. Eichler, in der man eine Formel findet, in der die Klas-
senzahl fiir diese verbleibenden Félle implizit gegeben ist. Der Umstand, dafl die Klassenzahl
aber nicht explizit angegeben werden konnte, machte eine konkrete Berechnung jedoch in
den meisten Fillen unmoglich. Lediglich in einfachen Situationen, etwa fiir K = Q, war
M. Eichler in der Lage, die Klassenzahl explizit auszurechnen.

Wenn man anstelle von Maximalordnungen die sogenannten Eichler-Ordnungen betrach-
tet — das sind Durchschnitte von je zwei Maximalordnungen —, erhélt man &dhnliche Re-
sultate: Wieder bereitet der Fall indefiniter Quaternionenalgebren keine Probleme, und es
bleibt lediglich, die Idealklassen in positiv definiten Quaternionenalgebren zu untersuchen.

M.-F. Vignéras stellt in ihrem Artikel [21] aus dem Jahr 1975 eine Formel fiir die Ide-
alklassenzahl beziiglich Eichler-Ordnungen in positiv definiten Quaternionenalgebren vor.



Diese hat gegeniiber der Formel von M. Eichler nicht nur den Vorteil, da8 sie fiir allgemei-
nere Ordnungen gilt, sondern auch, daf in ihr die Klassenzahl explizit gegeben ist, so daf3
eine konkrete Berechnung méglich wird.

Idealklassenzahlen von Quaternionenalgebren bestimmen zu konnen, mag schon fiir sich
genommen ein reizvolles Thema sein. Motiviert wurde die Untersuchungen aber besonders
durch den Zusammenhang zur Theorie der Modulformen, der 1940 von E. Hecke erkannt
und spéter von H. Brandt und M. Eichler verallgemeinert wurde.

Es wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, diesen Zusammenhang genauer zu erldu-
tern; es sei nur soviel gesagt, dafl die Arithmetik von Quaternionenalgebren benutzt wird,
um Basen gewisser Rdumer von Modulformen zur Kongruenzuntergruppe

mm—{(‘é Z) GSLQ(Z)|C—OmodN}

zu bestimmen. Der Leser sei hierzu auf die Arbeiten von E. Hecke [10], M. Eichler [7] und
A. K. Pizer [19] verwiesen.

Wir lassen die Bedeutung von Quaternionenalgebren in Bezug auf die Theorie der Mo-
dulformen vollstdndig auflen vor, und werden ihre Idealklassen und Idealklassenzahlen nur
im Hinblick auf eine Verallgemeinerung der entsprechenden Begriffe im Zahlkorperfall be-
trachten.

Das erste Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Herleitung der oben erwihnten Formel
auszuarbeiten, die M.-F. Vignéras zur Berechnung der Klassenzahl von 9-Linksidealen fiir
eine Eichler-Ordnung O in einer positiv definiten Quaternionenalgebra aufgestellt hat.

Dazu entwickeln wir in Kapitel 1 die Theorie der Quaternionenalgebren, soweit sie
zum Verstidndis des Nachfolgenden nétig ist. Als Literaturquellen fiir dieses Kapitel dienen
hauptsichlich die Biicher von O. T. O’Meara [16], J. Neukirch [14] und F. Lorenz [12, 13].

In Kapitel 2 beschiftigen wir uns mit Ordnungen und Idealen. Insbesondere sollen
Eigenschaften von Eichler-Ordnungen und quasi-normalen Idealen aufgezeigt werden. Als
Wichtigste zu nennen wiren etwa ihre jeweilige Gestalt im Lokalen, Zusammenhénge zwi-
schen Eichler-Ordnungen und Ordnungen in maximalen Teilkérpern sowie die eindeutige
Primidealzerlegung von quasi-normalen Idealen. An Literatur bietet sich hierfiir der Arti-
kel [6] von M. Eichler an sowie die Biicher von M.-F. Vignéras [21], M. Deuring [3] und
O. T. O’'Meara [16].

Kapitel 3 schliefSlich widmet sich den Idealklassen. Der grofite Teil des Kapitels dient dem
Beweis der Klassenzahlformel, der eng an den Beweis von M.-F. Vignéras [21] angelehnt ist.

Das zweite Ziel der vorliegenden Arbeit war die Implementierung ebendieser Formel
am Computer. Der Algorithmus wird hier nicht im einzelnen angegeben; lediglich einige
wichtige Schritte werden in groben Ziigen beschrieben. Darauf werden wir ndher in Anhang A
eingehen. Das erstellte Programm bedient sich verschiedener zahlentheoretischer Funktionen
aus dem Computeralgebrasystem PARI/GP, Informationen zu diesem System findet man
in [17] und bei H. Cohen [1, 2].

Wéhrend A. K. Pizer in [18] bereits eine umfangreiche Tabelle von Idealklassenzahlen
H(p, p,) fiir eine Vielzahl von Invarianten (Di, Dz) aber immer im Fall K = Q veroffent-
licht hat, ist der im Rahmen der vorliegenden Arbeit erstellte Algorithmus in der Lage, auch
Berechnungen iiber anderen Grundkérpern als Q durchzufiihren. Eine Auswahl von Ergeb-
nissen, die Zahlkérper ,kleiner* Diskriminante bis zum Grad [K : Q] = 4 umfassen, ist in
Anhang A zusammengestellt.



Mein herzlichster Dank gilt Herrn Prof. Dr. Schulze-Pillot fiir die Themenstellung und
die ausgezeichnete Betreuung, Dr. Ralf Schmidt und Markus Klein fiir Anregungen und
Diskussionen, die sich stets als sehr hilfreich erwiesen, und Max Gebhardt — nicht nur fiir
seine Miihe beim Korrekturlesen.

Hinweise zur Notation

e Ist M eine beliebige Menge, so bezeichnen wir mit #M ihre Méchtigkeit.

e Unter einem Ring soll immer ein Ring mit Einselement verstanden sein. Es sei jedoch
ausdriicklich darauf hingewiesen, dal die vorkommenden Ringe nicht kommutativ zu
sein brauchen und in den meisten Féllen auch nicht sind.

e Fiir einen beliebigen Ring S sei S* die Menge seiner Einheiten.

e Der Quotientenkdrper eines geeigneten kommutativen Ringes S wird durch Quot(S)
bezeichnet.

e Fiir m > 1 sei M,,(S) der volle Matrizenring der (m x m)-Matrizen iiber einem Ring
S, GL,,(95) seine Einheitengruppe, und I, die (m x m)-Einheitsmatrix.

e Zu einem algebraischen Zahlkérper K wollen wir auch seinen Ganzheitsring betrachten.
Entgegen der iiblichen Konvention soll dieser nicht mit O bezeichnet werden, da der
Buchstabe O spéter in anderem Zusammenhang auftauchen wird. Stattdessen setzen
wir R (oder noch genauer Rk) fiir den Ganzheitsring von K.

e Wir werden es mit dreierlei Sorten von Idealen zu tun haben. Fiir Ideale des Grund-
korpers K verwenden wir in der Regel kleine Frakturbuchstaben a, b, p, ..., fiir Ideale
einer Korpererweiterung L | K groe Frakturbuchstaben 2,9, 93, ... und fiir Ideale der
Quaternionenalgebra kalligraphische Buchstaben Z, 7, P, .. ..

e Fiir ein Ideal a von K sei N(a) = [Rx : a] seine Absolutnorm.

e Ist p ein Primideal in K, so bezeichnen wir wie gewohnt mit demselben Buchstaben
p die zu p gehdrende Primstelle, mit K, bzw. R, die Komplettierungen von K bzw.
R an p, mit m, eine Uniformisierende des maximalen Ideals und mit v, die normierte
Bewertung auf K.






Kapitel 1
Quaternionenalgebren

Dieses einfiihrende Kapitel soll die elementaren Eigenschaften von Quaternionenalgebren
bereitstellen, die im Verlauf der Arbeit benttigt werden.

Von einigen wenigen Ergebnisse abgesehen, die an spéterer Stelle im Kapitel wieder auf-
gegriffen werden, sind die Abschnitte dieses Kapitels thematisch weitgehend unabhingig
voneinander. Nachdem Definitionen und allgemeine Grundlagen eingefiihrt sind, wollen wir
uns in Abschnitt 1.2 der Problematik der Ganzheit widmen. Im Abschnitt 1.3 werden eini-
ge technische Lemmata hergeleitet, die fiir die Betrachtung maximaler Teilkorper in einer
Quaternionenalgebra hilfreich sind. Und schliellich beweisen wir im letzten Abschnitt des
Kapitels die Endlichkeit der Diskriminante einer Quaternionenalgebra. Dafiir wird ein Ex-
kurs in die Theorie zentraleinfacher Algebren notig werden.

1.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

Ist im folgenden von einem Korper die Rede, so soll darunter stets ein Korper der Charak-
teristik # 2 verstanden sein.

Es soll zunéchst an den Begriff einer Quaternionenalgebra erinnert werden. Wir folgen
dabei im wesentlichen dem Buch [16, § 57] von O. T. O’Meara.

Definition 1.1.1. Eine Quaternionenalgebra A iiber einem Korper K ist ein 4-dimensiona-
ler K-Vektorraum mit einer Basis der Form {1,4, j, k}, auf dem eine Multiplikation definiert
ist, die folgenden Regeln geniigt:

PP=a, 2 =0, ij=—ji=k fiir zwei geeignete Elemente «, 3 € K*. (1.1)

Die Angabe der Parameter « und (3 ist ausreichend, um die Quaternionenalgebra iiber K
bis auf Isomorphie zu beschreiben, da durch (1.1) die Verkniipfungstafel der Multiplikation
schon vollstdndig bestimmt ist. Wenn es auf die speziellen Werte von a und [ ankommt,
wollen wir daher die obige Quaternionenalgebra A mit

(%)

bezeichnen. Umgekehrt ist es aber auch klar, dal o und § von der Wahl der Basis von
A abhédngen und somit fiir eine gegebene Quaternionenalgebra nicht in eindeutiger Weise
bestimmt sind. Unter anderem gelten die fiir uns relevanten Isomorphismen:
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Lemma 1.1.2. Es seien K ein Korper und o, 3, A\, p € K*.

0(2)=(7)
o ()= (30)- (%)

Beweis. Der Beweis ist bei O. T. O’Meara [16, 57:10] nachzulesen. O

1%

Definition 1.1.3. Sei A = (%) eine Quaternionenalgebra, und sei

x =29l + 210 + x0j + 23k mit zg,...,r3 € K (1.2)

ein beliebiges Element aus A. Man definiert

T =29l — x19 — o) — a3k,
tr(z) = z+% =2,
nrd(z) ;== 22 =2 — ax? — Bri + afzi.

Z heiBBt das Konjugierte von x, tr(z) heifit die (reduzierte) Spur von x, und nrd(z) heifit die
(reduzierte) Norm von x.

Bemerkung. Die definierten Begriffe Z,tr(z) und nrd(z) sind nur scheinbar von der Wahl
der Basis B := {1,1i,j, k} abhéngig. Sei ndmlich eine weitere Basis B’ := {1,#,5',k'} von A
gegeben, versehen mit den Relationen

(Z-/)Q _ Oé/ c K*, (jl)Z — ﬁ/ c K* und Z-/j/ _ 7]-/7;/ — ]{3/,

und sei B = (b;;) die Darstellungsmatrix von B’ beziiglich 5. Hat dann das Element x
aus (1.2) beziiglich B’ die Darstellung x = yol 4 y1i’ + ya2j’ + ysk', so gilt fiir die Koeffizi-
entenvektoren

€T3 Y3
Der Basisvektor ¢’ hat beziiglich B die Gestalt
i' = bia1 + baoi + bsaj + baok,
und eine einfache Rechnung ergibt

(i')? = 2byai’ — (b7, — by — Bb3, + afby)1.

Nach Voraussetzung ist aber (i')? = o/ € K*, woraus folgt, dafl 12 = 0 sein mufl. Wenn wir
entsprechende Rechnungen fiir die Basisvektoren j' und &’ durchfiihren, erhalten wir auch

b13 = b14 = 0. Damit hat B die Gestalt
1 0 0 O

, insbesondere ist xy = yo-
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Also ist zunéchst einmal tr(x) nicht von der Wahl der Basis abhiingig. Da die Beziehung
Z = tr(z) — z gilt, folgt die Basisunabhiingigkeit von Z und damit auch unmittelbar von
nrd(x) = 2Z. O

Lemma 1.1.4. Sei A eine Quaternionenalgebra iber dem Korper K. Dann gelten die fol-
genden Aussagen.

(i) Die Abbildung tr: A — K ist K-linear, und es gilt tr(xy) = tr(yx) fir alle z,y € A.

(i) Die Abbildung nrd : A — K ist multiplikativ, also nrd(zy) = nrd(z)nrd(y) fir alle
x,y € A. Auferdem gilt nrd(a) = a? fiir alle a € K.

(i1i) Ein Element x € A ist genau dann invertierbar, wenn nrd(z) in K invertierbar ist,
und in diesem Fall ist das Inverse gegeben durch z~! = (nrd(z))~'z.

Beweis. Alle drei Teile folgen direkt bzw. mittels elementarer Rechnung aus den Definitionen
von Spur und Norm. O

Folgendes Lemma ist offensichtlich, verdient es aber, erwahnt zu werden.

Lemma 1.1.5. Sei A eine Quaternionenalgebra tiber dem Kérper K, und sei x € AN K.
Dann ist das Minimalpolynom von x gegeben durch

pe(X) = X? — tr(z) X + nrd(z).
O

Bemerkung. Man beachte, dal — anders als bei der Theorie der Kérpererweiterungen —

in unserem Fall das Minimalpolynom pu, tiber dem Korper K nicht irreduzibel zu sein
braucht. O

Die zwei Standardbeispiele von Quaternionenalgebren sind aus der linearen Algebra
hinlénglich bekannt, sollen aber trotzdem noch einmal erwéhnt werden, da sie im weite-
ren Verlauf der Arbeit eine tragende Rolle spielen werden.

Beispiel 1.1.6. Das erste Beispiel einer Quaternionenalgebra ist die Algebra der Hamilton-
schen Quaternionen. In unserer Notation handelt es sich dabei um

H:= <‘1ﬂ’£‘1).

Fiir die Norm eines Elementes x # 0 der Gestalt (1.2) gilt

nrd(z) = 23 + 23 + 23 + 23 > 0,

da alle z; € R sind. Insbesondere ist damit jedes x # 0 invertierbar und H eine Divisionsal-
gebra.

Beispiel 1.1.7. Man betrachte den Matrizenring M»(K) und nehme die Identifizierungen

()= ()= ()0 (4 8)s
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vor. Dann gilt offenbar 2 = 1, 352

morphismus

= —1,4j = —ji = k, also haben wir einen Algebreniso-

<1K1> ~ My (K).

Insbesondere liegt keine Divisionsalgebra vor. Ein beliebiges Element x € My (K) hat beziig-
lich obiger Basis die Darstellung

x_(a b)_a+d b+c.  —b+tc. a-d

1 k
c d A A

woraus direkt die Beziehungen

_ ( d —=b >
&€ = )
—c a
tr(z) = a+d
und nrd(z) = ad-—be

folgen. Mit anderen Worten: Im Falle der (2 x 2)-Matrizen entsprechen Z, tr(z) und nrd(z)
erwartungsgemifl der adjungierten Matrix, der gewohnlichen Spur bzw. der Determinante
von .

Bemerkung. Bis auf Isomorphie gibt es iiber den reellen Zahlen keine weiteren Quaternio-
nenalgebren als die in den beiden vorangegangenen Beispielen beschriebenen. Denn fiir die
Parameter « und (8 einer Quaternionenalgebra A iiber R brauchen nach Lemma (1.1.2) (%)
jeweils nur Werte modulo R*? betrachtet zu werden, also «, 8 € {4-1}. Sind beide Parameter
—1, so ist A = H], andernfalls ergibt sich wieder nach Lemma (1.1.2), diesmal Teil (3), die
Isomorphie A & M (R).

Insbesondere ist H bis auf Isomorphie die einzige Quaternionenalgebra {iber R, die eine
Divisionsalgebra ist. O

Satz 1.1.8. Sei K ein Korper und A eine Quaternionenalgebra iber K. Dann ist A entweder
eine Divisionsalgebra oder isomorph zu My(K). Genauer gilt

A= <a},{ﬁ) = My(K) <= A ist keine Divisionsalgebra

— aeNEWL) mitL=KGK0}p
— BeNEL) mitL=K®W\a).

Beweis. Fiir Quaternionenalgebren iiber den reellen Zahlen haben wir diese Aussage bereits
in obiger Bemerkung erlautert. Einen Beweis fiir allgemeine Korper K findet man wieder
bei O. T. O’Meara [16, 57:9]. O

Sei nun K ein algebraischer Zahlkérper mit Ganzheitsring R und einer archimedischen
oder nichtarchimedischen Primstelle p.

Es wird notig werden, die Komplettierung A, der Quaternionenalgebra A = (%) zZu

untersuchen, darunter verstehen wir die Konstantenerweiterung von A mit dem lokalen

Kérper Ky, also
a, B
Ay =K, @ A= (Kp>'
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Da die Relationen (1.1), die die Algebra definieren, iiber K, erhalten bleiben, ist sicherlich
A, wieder eine Quaternionenalgebra iiber K.

Nach Satz (1.1.8) kann A, selbst entweder eine Divisionsalgebra oder isomorph zu
M, (K, ) sein.

Definition 1.1.9. Wir sagen, dafl die Quaternionenalgebra A an der (archimedischen oder
nichtarchimedischen) Primstelle p
o zerfillt, falls A, = Ms(K,) ist,

o verzweigt ist, falls A, eine Divisionsalgebra ist.

DaBl man A an p ,verzweigt” nennt, wenn A, eine Divisionsalgebra ist, wird durch das
folgende Lemma gerechtfertigt.

Lemma 1.1.10. Sei A = (%) eine Quaternionenalgebra, und sei p ein Primideal von K,

so daf$ A, eine Divisionsalgebra ist.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

A Uy, VT , . ) . .
(i) Ay = ('}’(p) mit geeigneten u,v € Ry und einer Uniformisierenden m, von p.
p

(i1) Die Abbildung w, : Ay — Z U {oo}, = +— vy(nrd(z)) ist eine diskrete Bewertung auf
A, mit Bewertungsring O, := {x € A, | nrd(z) € Ry }.

i1i) Das mazimale Ideal p von K, ist in A, verzweigt vom Verzweigungsgrad 2.
p p

Beweis. Nach Lemma (1.1.2) kénnen wir annehmen, dafl o und 3 modulo K*? reduziert
sind, also sei ohne Einschriankung

o= uwg, 8= Uﬂ'é mit u,v € Ry und k,1 € {0,1}. (1.3)

Wir wollen Satz (1.1.8) anwenden und betrachten daher

Ly = Ky (V).

Die Erweiterung Ly | K, ist vom Grad 2, denn sonst wére § € Kg, und A, miiite nach
Lemma (1.1.2) und Beispiel (1.1.7) isomorph zur Matrixalgebra Ms(K,) sein. Es seien II,
eine Uniformisierende des maximalen Ideals 8 von Ly, e der Verzweigungsindex und f der
Trigheitsgrad von P | p.

h
=
19]
=
o
[

(ITp)°

Ky 2 p = (m)

Sei x = wlli* € Ly mit w € Rzm’ m € Z. Falls der Verzweigungsindex e = 1 ist, ist f = 2
und daher nrd(Il,) = 7. Fiir « folgt, daB nrd(z) = nrd(w)x™ ist. Ist hingegen e = 2, so
folgt wegen f =1, daf nrd(Il,) = 7, und somit nrd(z) = nrd(w)my" ist.
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Zusammenfassend haben wir NIL(T (Ly) = p? im Fall, daB p in Ly unverzweigt ist, und

NIL(T (Lg) = p andernfalls.
Nach Voraussetzung ist A, eine Divisionsalgebra, und wegen Satz (1.1.8) folgt, da88

o ¢ NP (L)

ist. Dies ist fiir o in der Form (1.3) aber genau dann erfiillt, wenn a = um, und e = 1 gilt.

Aus Symmetriegriinden kénnen wir fiir 8 genauso schlu$folgern und erhalten (7).

DaB w, eine diskrete Bewertung definiert, rechnet man unter Beachtung der Tatsache,
daB A, nullteilerfrei ist, direkt nach. Der Bewertungsring ist offensichtlich O,. Er hat ein
maximales Ideal, und dieses wird von einem Element 7, € A, erzeugt, welches minimale
Bewertung # 0 hat. Ein solches Element ist beispielsweise das Basiselement ¢, denn es gilt

wy (i) = vy (urd () = vy(~i%) = vp(—a) = 1,

da wir oben gezeigt hatten, dal o = um, ist. Mit 7, = ¢ gilt also fiir das maximale Ideal
Dpﬁ'p
(D57p)? = Dpa = Oy,

also ist p in A, verzweigt vom Verzweigungsgrad 2. O

Satz und Definition 1.1.11. Die Zahl der nichtarchimedischen Primstellen, fir die A,
verzweigt ist, ist endlich. Das Produkt der zugehdrigen Primideale p ist somit ein ganzes
Ideal von K. Es heifit die Diskriminante von A und wird mit D1 bezeichnet.

Beweis. Den Beweis dieses Satzes verschieben wir auf Abschnitt 1.4. O

1.2 Ganzheit

Im ganzen Abschnitt bezeichne K einen algebraischen Zahlkorper, R seinen Ganzheitsring
und A eine Quaternionenalgebra iiber K.

Wenn man die Vektorraumstruktur auf der Quaternionenalgebra A aufler acht 1&8t, so
kann man natiirlich auf die Erweiterung A O R die Theorie von Ringerweiterungen anwen-
den.

Es ist bekannt, dafl im Falle von beliebigen kommutativen Ringen S, T mit T D S die
Menge der ganzen Elemente aus T, also derjenigen, die Nullstelle eines normierten Poly-
noms mit Koeffizienten in S sind, einen Unterring von 7' bilden. Um diesen Sachverhalt zu
beweisen, benutzt man gerne die Tatsache, dafl endlich viele Elemente t1,...,t. € T genau
dann sdmtlich ganz iiber S sind, wenn der Ring S[ty,...,t,] als S-Modul endlich erzeugt ist
(siehe z. B. J. Neukirch [14, § 1.2, Satz (2.2)]).

In der Situation, mit der wir uns beschéftigen, entstehen nun Unannehmlichkeiten da-
durch, dal zwar R als Ganzheitsring eines Kérpers kommutativ ist, nicht aber A. Wie wir
gleich sehen werden, hat dies bereits zur Folge, daf§ die ganzen Elemente aus A keinen Ring
mehr bilden, wodurch sich viele weitere Uberlegungen verkomplizieren.

Wir werden in diesem Abschnitt einige wichtige Sétze der kommutativen Ringtheorie
so weit wie moglich auf unsere Situation iibertragen, dabei folgen wir weitestgehend dem
bereits oben zitierten Buch von J. Neukirch.

Vorab stellen wir in den folgenden Lemmata die hier benétigten Aussagen aus der Theorie
der Ringe und insbesondere der Ganzheitsringe von Zahlkorpern bereit.
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Definition und Lemma 1.2.1. Sei S ein beliebiger Ring mit Einselement.

(i) Ein S-Modul M ist genau dann noethersch, wenn eine der folgenden &quivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(a) Jeder Untermodul von M ist ein endlich erzeugter S-Modul.
(b) Jede echt aufsteigende Kette von S-Untermoduln von M ist endlich.

(ii) Der Ring S ist genau dann noethersch, wenn er als Modul iiber sich selbst noethersch
ist.

(iii) Ist der Ring S noethersch und der S-Modul M endlich erzeugt, so ist M noethersch.

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) sind die fiir uns relevanten Formulierungen der Definition
des Begriffs noethersch und in jedem Buch zu finden, daf§ sich mit Ringtheorie befafit, z. B.
bei S. Lang [11, Kapitel X, § 1]. Dort kann man auch den Beweis zu Teil (iii) nachlesen. [

Lemma 1.2.2. Der Ganzheitsring R eines algebraischen Zahlkérpers ist noethersch.

Beweis. Dieser bekannte Sachverhalt wird z. B. bei J. Neukirch [14, § 1.3, Theorem (3.1)]
bewiesen. n

Neben der Tatsache, da3 R als Ganzheitsring von K noethersch ist, beachte man aufler-
dem den wichtigen Umstand, da} R ein kommutativer Ring ist, der zudem im Zentrum von
A enthalten ist. Somit sind auch alle Ringe der Form R[z] fiir ein einzelnes x € A immer
noch kommutativ.

Lemma und Definition 1.2.3. Die auf der Quaternionenalgebra A durch
AxA— K, (z,y) — tr(zy)
definierte Abbildung ist eine symmetrische nichtausgeartete K-Bilinearform auf A. Sie heif3t

die Spurform auf A.

Beweis. Die Bilinearitit und die Symmetrie folgen aus Lemma (1.1.4). Beziiglich der Basis
{1,4, 4, k}, fir die die Relationen (1.1) gelten, hat die Bilinearform die Gram-Matrix

2 0 0 0

0 2a 0 0

0 0 2p 0 ’

0 0 0 —2ap
die wegen «, 8 € K* und der Generalvoraussetzung char(K) # 2 vollen Rang hat. Also ist
die Spurform nichtausgeartet. O

Es kann nun wie gewohnt der Begriff der Ganzheit eingefithrt werden. Fiir die Quater-
nionenalgebra A ergibt sich dabei ein einfaches Kriterium, mit dessen Hilfe die Frage nach
der Ganzheit eines Elementes iiber R direkt zu entscheiden ist.
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Korollar 1.2.4. Fir ein Element x € A gilt:

x st ganz iber R <= tr(z), nrd(x) € R.
Beweis. Die Behauptung ist klar nach Lemma (1.1.5). O

Lemma 1.2.5. Sei S ein Ring mit R C S C A. Der Ring S sei als R-Modul endlich erzeugt.
Dann ist jedes Element aus S ganz iiber R.

Beweis. Es ist S von der Form S = (z1,...,2,)r mit 2; € S. Fiir ein beliebiges s € S
betrachten wir die Elemente sxz;. Diese liegen wieder in S, daher gibt es \;; € R mit

m
ST; = E /\ijl‘j.
Jj=1

Mit den Bezeichnungen A = (X;;)i j, M = (sl — A) und z = (z1,...,2,)" gilt also
Mz = 0.

Falls det(M) # 0 ist, gilt wegen der Kommutativitdt von R[s] fiir die Matrix M wie gewohnt
die Beziehung M M = det(M)I,,. Dabei ist M die zu M adjungierte Matrix. Wegen Mz = 0
haben wir also in jedem Fall

det(M)z; =0 firallei=1,...,m.

Da 1 € S liegt, also etwa die Gestalt 1 = ayx1 + ...+ QT mit a; € R hat, kénnen wir
direkt schlieflen, daf3

det(M) = det(M) -1 = oy det(M)xy + ...+ oy, det (M), =0
sein mufl. Damit ist det(X1,, —A) € R[X] ein normiertes Polynom mit s als Nullstelle, also
haben wir die Ganzheit von s verifiziert. O
Lemma 1.2.6.
x € A ist ganz iber R <= R|z] ist als R-Modul endlich erzeugt
Beweis. Die Implikation von rechts nach links haben wir gerade in Lemma (1.2.5) bewiesen.
Der Rest des Beweises geht ganz genau wie im kommutativen Fall:

Es sel @ € A ganz iiber R und f(X) € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad m mit
f(z) =0. Weil f normiert ist, kénnen wir jedes g(X) € R[X] wie gewohnt in der Form

9(X) =q(X)f(X)+r(X) mit ¢(X),r(X) € R[X], deg(r) < deg(f) oder r =0

Damit ist R[x] = (1,a,...,2™ 1), also als R-Modul endlich erzeugt. O
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Lemma 1.2.7. Sei S ein Ring mit R C S C A, so daf§ jedes Element von S iber R ganz
ist und auflerdem KS = A gilt. Dann ist S als R-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Betrachten wir eine K-Basis (aq,...,a4) von A. Wegen KS = A kann nach even-
tuellem Hochmultiplizieren von Nennern angenommen werden, dafl die Basiselemente a;
bereits in S liegen. Sei nun = € S beliebig, x = 2?21 Aia; mit \; € K. Fur j=1,...,4 ist

4 4
xra; = Z Aia;aj,  also tr(za;) = Z Aitr(aiaj).
i=1 i=1

Diese Spuren liegen nach Korollar (1.2.4) in R, da za; € S ganz ist. Sei M = (tr(a;a;)): ;
die zu der Spurform gehérende Matrix, so ist also
A1 tr(aix)
M| : |= : € R
A\ tr(aqz)
Da die Spurform nach Lemma (1.2.3) nichtausgeartet ist, folgt nach der Cramerschen Regel
o det Mz
Y odet M

wobei M; diejenige Matrix bezeichne, die aus M entsteht, wenn man die i-te Spalte durch
den Vektor (Aq,...,\s)" ersetzt. Insgesamt haben wir also, daf z in dem R-Modul

firallei =1,....,4,

< al a4 >
det M’ " detM/r
liegt, und da det M nicht von = abhéngt, ist also ganz S in diesem Modul enthalten.

Mit dem zu Beginn dieses Abschnitts zitierten Lemma (1.2.1) kénnen wir nun schlie-
Ben, dafl < ot de“ﬁ> » als endlich erzeugter Modul iiber dem noetherschen Ring R,
selbst noethersch ist. Daher ist jeder seiner Untermoduln, insbesondere also S, als R-Modul

ebenfalls endlich erzeugt. O

Im kommutativen Fall kann die Aussage von Lemma (1.2.6) induktiv auf eine endliche
Anzahl von Elementen x1,...,x, ausgeweitet werden. Daraus folgt direkt, dafi mit zwei
ganzen Elementen x1 und x5 auch deren Summe und Produkt, die beide in R[z1, z2] liegen,
ganz sind. Mit anderen Worten: Die ganzen Elemente bilden einen Ring.

Im nichtkommutativen Fall hingegen kann der entscheidende Induktionsschritt nicht vor-
genommen werden. Im Beweis des Lemmas wurde nédmlich wesentlich von der Tatsache
Gebrauch gemacht, dafl der Ring R, da er im Zentrum von A liegt, mit dem Element x
kommutiert. Um von R[x;] auf R[z1,x2] = (R[z1])[x2] schliefen zu kénnen, brauchten wir
entsprechend die Aussage, dafl R[z1] mit x5 vertauscht. Dies ist aber im allgemeinen nicht
der Fall.

Fiir Quaternionenalgebren gilt daher im allgemeinen nicht, dafl die Menge der ganzen Ele-
mente unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist, und Gegenbeispiele sind schnell
bei der Hand:

In Beispiel (1.1.7) haben wir gesehen, dafi M»(Q) eine Quaternionenalgebra ist, und nach
Korollar (1.2.4) sind offensichtlich die Matrizen

11 0 2
(1) = (33)
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ganz, aber weder ihre Summe noch ihr Produkt.

Statt die Menge aller ganzen Elemente von A zu betrachten, beschrankt man sich daher
auf die Untersuchung von Ordnungen. Ahnlich wie im Zahlkérperfall sind diese definiert als
gewisse Unterringe der Menge aller ganzen Elemente. Ordnungen werden Hauptgegenstand
unserer Betrachtungen in Kapitel 2 sein.

1.3 Positiv definite Quaternionenalgebren und ihre qua-
dratischen Zwischenkorper

Bisher haben wir bei unseren Betrachtungen beliebige Quaternionenalgebren zugelassen.
Von jetzt an werden wir uns auf solche Algebren beschrinken, fiir die wir das Verhalten der
archimedischen Primstellen im Sinne der folgenden Definition kennen.

Der Korper K sei dabei immer ein algebraischer Zahlkorper.

Definition 1.3.1. Eine Quaternionenalgebra A heifit (positiv) definit, wenn A, fiir alle
archimedischen Stellen p von K eine Divisionsalgebra ist.

Die Eigenschaft, positiv definit zu sein, ist — wie wir gleich sehen werden — nicht nur eine
Einschrinkung an A selbst, sondern zieht auch Einschrinkungen an den zugrundeliegenden
Zahlkorper K mit sich.

Wir beweisen zunéchst das folgende allgemeine Lemma.

Lemma 1.3.2. Fiir eine endlichdimensionale Divisionsalgebra D iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper F gilt D = F.

Beweis. Sei [D : F] < oo und a € D beliebig. Dann erzeugt a eine kommutative Algebra
F[a]. Diese ist als Unteralgebra von D selbst nullteilerfrei und von endlichem Grad iiber F.
Das heifit, F'[a] ist sogar eine algebraische Korpererweiterung von F', da aber F' bereits als
algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt war, folgt Fla] = F und somit a € F'. O

Korollar 1.3.3. Sei A eine Quaternionenalgebra iiber einem algebraischen Zahlkérper K.
Dann gilt
A ist positiv definit = K ist total reell.

Beweis. Wire K nicht total reell, so gébe es eine komplexe Stelle p. Die Lokalisierung A, der
positiv definiten Algebra A wire damit isomorph zu einer 4-dimensionalen Divisionsalgebra
iiber C. Dies ist nach Lemma (1.3.2) nicht moglich. O

Da es also nur iiber total reellen Zahlkérpern iiberhaupt positiv definite Quaternionen-
algebren gibt, geniigt es uns, wenn wir unsere Betrachtungen im folgenden auf genau solche
Zahlkorper beschrianken.
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Lemma 1.3.4. Seien K ein total reeller algebraischer Zahlkérper und A = (a?’ﬁ) eine
Quaternionenalgebra iber K. Es ist A genau dann positiv definit, wenn o und 3 total negativ
sind.

Beweis. Seien 001, ... ,00, die archimedischen Stellen von K. Da K als total reell vorausge-
setzt ist, ist Koo, = R fiir alle ¢ = 1,...,n. Diese n Isomorphismen werden genau durch die
Fortsetzungen der Einbettungen oi,...,0, : K — R auf K, beschrieben. Diese Fortset-

zungen seien ebenfalls mit o; bezeichnet. Damit konnen wir einen Algebrenisomorphismus
angeben, der die Komplettierung A, von A als Quaternionenalgebra {iber R interpretiert:

(1) = ()

$Ol+$1’i+£€2j+l‘3k — Ul($0)1+01(1'1)2+0'1($2)]+O’l($€3)k

mit z; € K, fiir alle 7 =0,...,3.
Per definitionem ist A positiv definit, wenn A, fiir alle 7 eine Divisionsalgebra ist, und

nach der Bemerkung zu Beispiel (1.1.6) ist dies genau dann der Fall, wenn (w ~H

gilt; H bezeichne wieder die Hamiltonschen Quaternionen. In derselben Bemerkung hatten
wir uns bereits iiberlegt, daff es iiber R nur auf das Vorzeichen der Parameter o;(a) und
0;(8) ankommt, und die gewiinschte Isomorphie zu den Hamiltonschen Quaternionen ist
genau dann gegeben, wenn

oi(a) <0 und o;(f) <0 firallei=1,...,n (1.4)

gilt, also genau dann, wenn « und (3 total negativ sind. O

Bemerkung. Die Bezeichnung ,,positiv definit“ rithrt daher, dafl in einer solchen Quater-
nionenalgebra die Normen sdmtlicher Elemente # 0 unter jeder K-Einbettung K — R auf
positive reelle Zahlen abgebildet werden. Da fiir ein x = x¢l + z17 + z2j + z3k die Norm
durch nrd(z) = 22 — ax? — B3 + a3 gegeben ist, ist dieser Zusammenhang nach (1.4) aus
dem gerade gezeigten Lemma sofort ersichtlich. O

Wenn man die Eigenschaften der Quaternionenalgebra A studieren mochte, ist es hilf-
reich, auch die in ihr enthaltenenen quadratischen Korpererweiterungen von K zu untersu-
chen.

Lemma 1.3.5. Sei A positiv definit. Fir jedes a € A*, das nicht in K liegt, ist L :== K(a)
ein total imagindrer Zahlkorper.

Beweis. Gezeigt werden mufl im Grunde nur, daf§ L := K (a) iiberhaupt wohldefiniert, also
wieder ein Korper ist. Die Tatsache, dafl a selbst kein Nullteiler ist, reicht hierfiir allein
nicht aus, da sie nicht gewéhrleistet, daf z. B. Elemente der Form a + x mit x € K ebenfalls
invertierbar sind.

Betrachten wir das Minimalpolynom p,(X) = X? — tr(a)X + nrd(a) € K[X] und eine
Einbettung o : K — R. Schreiben wir a wie iiblich in der Form a = agl + a1i + asj + ask,
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so gilt nun unter Beriicksichtigung von Lemma (1.3.4)

o(tr(a))? — 4o(nrd(a)) = o(tr(a)? — 4nrd(a))
= o(4aa? + 4Ba3 — 4afBa?) (1.5)
= do(a)o(ay)? +40(B8)o(az)? —4o(a)o(B)o(as)?® < 0.
= = i

Hieraus folgt zum einen, dal u,(X) iiber K irreduzibel ist. Denn wére dies nicht der Fall,
so giibe es by, by € K mit pq(X) = (X —b1)(X —b2), und fiir die Einbettung o wiirde wegen

(X —o(b)))(X —0(b2)) = 0(1a(X)) = X? — o(tr(a)) X + o(nrd(a)) mit o(b1),0(b2) € R

folgen, dal o(u.(X)) iiber R in Linearfaktoren zerfiele. Damit wére die Diskriminante
o(tr(a))? — 40(nrd(a)) nichtnegativ, und dies ist offensichtlich ein Widerspruch zu (1.5). Es
mufl wie behauptet p,(X) irreduzibel gewesen sein, und damit ist K(a) = K[X]/(tq(X))
ein Korper.

Andererseits entnimmt man obiger Rechnung (1.5) sofort, dafl K (a) | K eine imaginérqua-
dratische Erweiterung sein muf}; so da§ K (a) wie behauptet ein total imaginiirer Zahlkérper
ist. O

Wir fixieren ein Element a € A*, @ ¢ K und den von ihm erzeugten imaginéirquadrati-
schen Erweiterungskorper von K.

Lemma 1.3.6. Sei o : K(a) — F eine Einbettung von K(a) in einen algebraisch abge-
schlossenen Korper F'. Dann gilt:

(i) o(K(a))|o(K) ist galoissch mit Galoisgruppe G = {id, 7}.

(i) Fir alle x € K(a) ist 0(Z) = 7(o(x)).

Beweis. Der erste Teil ist klar, da die Erweiterung Grad 2 hat.
Fiir den zweiten Teil betrachten wir zunéchst ein z € K. Es gilt dann

-1

o 'r(o(x) =0 to(x) =2 =7,

da 7 ein o(K)-Automorphismus ist. Die Behauptung ist also fiir diesen Fall gezeigt.
Sei nun z ¢ K. Damit ist auch o(z) ¢ o(K), und das Minimalpolynom von o(z) iiber
o(K) ist gegeben durch

X2 —(o(x) +70(x))X + o(x)T0(x).

Das Minimalpolynom von z iiber K erhilt man durch Anwenden von o~ !:

X2 —(z+oro(@)X + z(0c tro(z)).
Wir wissen aber bereits, dafl das Minimalpolynom von x iiber K

X2~ (2+2)X + a7

1

ist, und daraus schlieBen wir, dal T = o~ '70(z) gelten mufl. O
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Korollar 1.3.7. Sei wie oben die Korpererweiterung K (a)| K gegeben, und sei K ein alge-
braischer Abschlufl von K. Ist o eine K-FEinbettung o : K(a) — K, so gilt fiir alle x € K(a)

(i)
NEW(z) = N (o(2)) = nrd(2),

(ii)
Tric @ (2) = T (0(2)) = tr(a),

Beweis. Wir sind in der Situation von Lemma (1.3.6) mit der zusétzlichen Voraussetzung,
dafl 0|k = idk ist. Bezeichnet wieder 7 den nichttrivialen K-Automorphismus von o(K (a)),
dann erhalten wir fiir die Norm von o(z)

N;(K(a))(a(x)) =o(x)ro(x) = o(2Z) = 27,
da zZ = nrd(z) in K liegt. Dies verifiziert die hintere Gleichheit in (7). Ist € K, so gilt
N;(((a)(x) = 2? = 27 = nrd(z).
Ist hingegen = ¢ K, so haben wir K(a) = K(x), und es ist

NE@ (z) = NE® (z) = det ( (1) *if(‘;()x) ) = nrd(z).

Damit ist Teil () bewiesen. Der zweite Teil folgt in analoger Weise. O

Lemma 1.3.8. Sei K ein beliebiger algebraischer Abschlufi von K. In K g¢ibt es nur endlich
viele Erweiterungen L := K (a) von K mit den beiden Figenschaften

(i) L| K ist imaginirquadratisch,

(ii) a € R} .

Beweis. Sei n = [K : Q]. Dal a € R} und damit ganz ist, ist nach dem gerade gezeigten
Korollar (1.3.7) #quivalent zu der Aussage

tr(a) € Ri und nrd(a) € Rj.

Da wir das Element a um Faktoren aus R} abéndern kénnen, ohne die von ihm erzeugte
Erweiterung L zu verdndern, kann ohne Einschrinkung angenommen werden, dafl nrd(a)
modulo (R} )? reduziert ist.

Wir beweisen das Lemma, indem wir zeigen, dafl es — unter obiger Annahme — nur
noch endlich viele Moglichkeiten fiir das Minimalpolynom p, von a geben kann. Wegen
der Normalitéit von quadratischen Erweiterungen bestimmt p, den Korper L in dem fest
gewihlten algebraischen AbschluB K bereits eindeutig.

Wir haben p14(X) = X2—tr(a)X +nrd(a), und L | K ist genau dann imaginéirquadratisch,
wenn

oi(tr(a)® — 4nrd(a)) < 0 fiir alle Einbettungen o; : K — R (1.6)
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ist. Insbesondere muf o;(nrd(a)) > 0 fiir alle ¢ =1, ..., n sein. Wir betrachten K vermoge

o1(x)
1 K —>R", x+—

on ()

nach R” eingebettet. Die Bedingung (1.6) ist demnach &quivalent zu ¢(tr(a)) € @ mit

Q= ] —2\/o1(urd(a)), 21/1 (nrd(a)) [ XL }—2\/an(nrd(a)), 2\/Jn(nrd(a))[. (1.7)

Es ist bekannt, dafl das Bild von Rx unter ¢ in R™ eine diskrete Menge ist (siehe z. B.
F. Lorenz [12, Feststellung 5.2] oder J. Neukirch [14, § 1.5, Satz (5.2)]). Der Quader Q ist
beschriinkt, also kann es nur endlich viele tr(a) € Rx geben, deren Bild unter ¢ innerhalb
von @ liegt. O

Bemerkung. Der Beweis liefert ein Verfahren, wie man konkret alle Kérper L mit obigen
Eigenschaften konstruieren kann, sofern geniigend Information iiber den Grundkoérper K
vorliegt.

Ist die Einheitengruppe Rj bekannt, dann lassen sich alle total positiven Einheiten
in R} /(R})? ermitteln, und diese sind genau diejenigen Elemente, die man fiir nrd(a)
beriicksichtigen mu$.

Haben wir auflerdem eine Ganzheitsbasis 61,...,0, von K gegeben, so dafl sich das
gesuchte Element tr(a) in eindeutiger Form als

tr(a) =101 + ... + cpbn mit¢; € Z firallei=1,...,n

schreiben 148t, dann kénnen wir zu jedem der gefundenen Werte fiir nrd(a) die moglichen
Spuren tr(a) wie folgt ermitteln. Wir berechnen die Matrix

0'1(191) 01(0n)
Y= : :

on(01) rr on(0n)

die die Einbettungen der Ganzheitsbasis beschreibt, und erhalten t(tr(a)) = Xe, wobei der
Vektor ¢ = (¢;); der Koeffizientenvektor von tr(a) sei. Wenn ¢(tr(a)) die Bedingung (1.7)
erfiillt, ist insbesondere die Lénge dieses Vektors durch den Abstand der Eckpunkte von
zum Nullpunkt beschrinkt, also gilt

l1(tr(a))* = ¢! £' Se < 4 oi(nrd(a)). (1.8)

=1

Die Matrix Xt Y ist genau die Gram-Matrix der Spurform von K beziiglich der Ganzheits-
basis 61, ..., 60,. Alle ¢, die (1.8) erfiillen, also beziiglich der durch die Spurform vermittelten
quadratischen Form beschrinkt sind, kann man etwa mithilfe des Algorithmus von U. Fincke
und M. Pohst (siehe [8] oder bei H. Cohen [1, Algorithm 2.7.7]).

Die gefundenen Vektoren iiberpriife man dann darauf, ob sie den Bedingungen (1.6) bzw.
(1.7) geniigen. O
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1.4 Brauergruppe und Hasse-Invariante

In (1.1.11) wurde die Diskriminante D; der Quaternionenalgebra A eingefiihrt, die das
Zerfallungsverhalten von A an den verschiedenen Primstellen beschreibt.

Als erstes interessiert es, ob die Menge der Primteiler von D; tiberhaupt endlich ist.
Diese Frage haben wir in Satz (1.1.11) bereits positiv beantwortet und wollen hier den
Beweis nachreichen.

AuBlerdem stellt sich die Frage, ob jedes quadratfreie ganze Ideal von K als Diskrimi-
nante einer Quaternionenalgebra auftreten kann und ob verschiedene Quaternionenalgebren
dieselbe Diskriminante haben kénnen. Ein weiteres Ziel in diesem Abschnitt ist daher, die-
se Fragen fiir positiv definite Quaternionenalgebren zu beantworten, indem wir die in den
folgenden beiden Sétzen aufgefithrten Sachverhalte {iber die Diskriminante D; beweisen.

Im folgenden sei A wie immer eine Quaternionenalgebra iiber dem Zahlkoérper K. Mit F
bezeichnen wir einen beliebigen Korper.

Satz 1.4.1. Ist Dy die Diskriminante einer positiv definiten Quaternionenalgebra A tber
K, so hat die Anzahl der (nichtarchimedischen) Primteiler von D dieselbe Paritit wie
n=[K :Q]. Mit anderen Worten

#{p | p teilt D1} = [K : Q] mod 2. (1.9)

Satz 1.4.2. Sei Dy ein quadratfreies Produkt von Primidealen von K, das der Bedingung
(1.9) geniigt. Dann ezistiert bis auf Isomorphie genau eine positiv definite Quaternionenal-
gebra tber K, deren Diskriminante gerade D1 ist.

Fiir die Beweise benttigen wir einige Sétze und Definitionen aus der Theorie zentralein-
facher Algebren, die beispielsweise in den Biichern [12] und [13]von F. Lorenz nachzulesen
sind. Den Begriff der Zentraleinfachheit setzen wir als bekannt voraus: Eine Algebra A iiber
einem Korper K heifit zentral, wenn ihr Zentrum genau der Grundkorper K ist, und sie
heifit einfach, wenn sie keine nichttrivialen zweiseitigen Ideale besitzt.

Proposition 1.4.3. Jede Quaternionenalgebra ist zentraleinfach.

Beweis. Der Bewelis ist rein technischer Natur und benutzt nur die Gestalt (1.2) der Quater-
nionen sowie die Vertauschungsrelationen, die auf den Basisvektoren 1,14, j, k gegeben sind.
Man findet ihn z. B. im Buch von O. T. O’Meara [16, 57:2]. O

Satz 1.4.4 (Wedderburn). Sei F' ein Kirper. Dann ist jede endlichdimensionale einfache
F-Algebra zu einer Matrizalgebra M, (D) isomorph, wobei v > 1 wohlbestimmt und D eine
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte F'-Divisionsalgebra ist.

Der Grad [D : F| ist endlich.

Beweis. Fiir einen Beweis schlage man z. B. bei F. Lorenz [13, § 29.2, Satz 5] nach. O

Aufgrund dieses Satzes von Wedderburn ergibt die folgende Definition Sinn.
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Definition 1.4.5. Sei F ein Korper.

(i) Zwei endlichdimensionale einfache F-Algebren B und C heifilen dhnlich, falls es einen
Schiefkérper D gibt, so dafi die Isomorphismen

B = M,(D) und C = My (D)
mit geeigneten r,s > 1 gelten. In diesem Fall schreiben wir: B ~ C.

(ii) Die Brauergruppe Br(F') von F ist definiert als
Br(F') := {endlichdimensionale zentraleinfache F-Algebren}/ ~ .
Die Restklasse einer Algebra B in Br(F') soll im weiteren mit [B] bezeichnet werden.
(iii) Ist [B] € Br(F) und gilt B & M,.(D) mit einem Schiefkérper D, so heifit
s(B):=+/[D: F]

der Schurindex von B.

Bemerkung.

(i) Die oben definierte Brauergruppe ist tatséichlich eine Gruppe unter der Verkniipfung
[B]-[C] .= [B®Fr (.

Dabei ist das neutrale Element gerade die Aquivalenzklasse [F] = [M,.(F)] der Matri-
zenringe iiber dem Grundkérper F', und das zu einer Klasse [B] inverse Element ist
die Klasse [B°] der zu B reziproken Algebra. Diese Algebra B° erhélt man bekanntlich
aus B, indem man die normale Multiplikation auf B durch die Verkniipfung aob = ba
ersetzt.

(ii) Der Schurindex s(B) ist immer eine ganze Zahl, denn es kann gezeigt werden, dafl der
Grad [D : F] stets eine Quadratzahl sein mufl.

Fiir genauere Betrachtungen der Brauergruppe und des Schurindex — insbesondere fiir Be-
weise der in der Bemerkung aufgestellten Behauptungen — sei auch hier auf die Paragraphen
§ 29.2 und § 29.3 des Buches [13] von F. Lorenz verwiesen. O

Wir wollen festhalten, welche Werte der Schurindex im Falle der uns interessierenden
Quaternionenalgebren annehmen kann.

Korollar 1.4.6. Sei B eine Quaternionenalgebra iber einem Kdérper F. Dann gilt fiir den
Schurindex s(B)

(1.10)

(B) = 1, falls B = My(F) ist,
5 | 2, falls B ein Schiefkérper ist.

Beweis. Die Aussage ist klar, denn im ersten Fall ist bis auf Isomorphie D = F, also haben
wir [D : F] = 1. Im zweiten Fall ist D = B und daher [D : F] = 4. O
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Definition 1.4.7. Sei E'| F' eine beliebige Kérpererweiterung.
(i) Die von der Konstantenerweiterung mit F induzierte Abbildung
resg|r : Br(F) — Br(E), [B] — [E ®F B]
ist ein Gruppenhomomorphismus und heift die Restriktionsabbildung.
(ii) Wir setzen Br(E | F') := ker(resg|r).

(iii) Der Korper E heifit Zerfillungskorper fir die Algebra B, falls ihre Restklasse [B] in
Br(E | F) liegt, d. h., falls mit geeignetem r > 1 die Beziehung F ®r B = M,.(E) gilt.

Wenn wir unsere Quaternionenalgebra A {iber K betrachten, sind wir bei der Untersu-
chung der Diskriminante D; also gerade an der Frage interessiert, welche Lokalisierungen
K, fiir A Zerféllungskoérper sind und welche nicht.

Zunéchst konnen wir nur fiir Kérpererweiterungen endlichen Grades eine Aussage treffen:

Lemma 1.4.8. Sei A eine Quaternionenalgebra iber dem Zahlkérper K, sei L eine endliche
Erweiterung von K. Genau dann ist L ein Zerfillungskorper fir A, wenn

s(Ap) | [Lyp : Kp]  an jeder Stelle B | p

gilt.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Hauptsatz von Hasse-Brauer-Noether, wonach eine
Algebra B € Br(F) iiber einem globalen Kérper F' genau dann zerfillt, wenn sie dies lokal
an jeder Stelle tut. Man findet die Aussage bei F. Lorenz [12, Satz 10.6]. O

Lemma 1.4.9. Sei B eine endlichdimensionale zentraleinfache F-Algebra mit einer Teil-
algebra E von B. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) E ist ein maximaler (kommutativer) Teilkorper von B.
(ii) [B: F] = [E : F]?.

Sind die Aussagen erfillt, so ist E ein Zerfdillungskdrper fir B.
Beweis. Der Beweis steht wiederum bei F. Lorenz [13, § 29.5, Satz 15]. O

Bemerkung. In einer Quaternionenalgebra A iiber K sind demnach sdmtliche quadratischen
Zwischenkorper L, wie wir sie im Abschnitt 1.3 betrachtet haben, wegen der Dimensionsbe-
ziehung [A : K] = [L : K]? maximale Teilkérper und somit Zerfillungskérper von A. O

Das Lemma hat fiir eine Quaternionenalgebra A mit Diskriminante D, iiber K eine
wichtige Konsequenz, die wir in spdteren Kapiteln des 6fteren verwenden werden. Wir wollen
sie deshalb in folgendem Korollar festhalten.

Korollar 1.4.10. Sei p ein Primideal von K, p | D1. Sei L ein quadratischer Zwischen-
korper von K in A. Dann ist p in L nicht zerlegt.
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Beweis. Der Korper L ist ein Zerfiallungskorper von A, d. h., es ist L ® x A = Ms(L).
Insbesondere ist damit fiir ein Primideal P von L auch Ly @ x A = My(Leg).

Wiére nun p in L zerlegt, etwa pRp = 12, so wiirden aus Gradgriinden die Komplet-
tierungen K, und L, fiir ¢ = 1,2 zusammenfallen. Es wire also

Ay = Ky @ A= Ly, @ A= Ma(Ly,),

und dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung, dafl p | D1, also A, eine Divisionsal-
gebra ist. 0

Lemma 1.4.11. Sei F jetzt ein lokaler Korper. Dann besitzt jede endlichdimensionale zen-
traleinfache F-Algebra B einen Zerfillungskérper E, der iber F unverzweigt vom Grad s(B)
15t.

Ist B sogar ein Schiefkorper, so kann E als Teilkérper von B gewdhlt werden.

Beweis. Auch dieser Beweis ist bei F. Lorenz in [13, § 31.1, Satz 1] zu finden. O

Der Grund, warum wir an unverzweigten Zerfillungskorpern interessiert sind, ist die
folgende Proposition, die uns das entscheidende Hilfsmittel fiir die Beweise der Sétze (1.4.1)
und (1.4.2) liefert.

Proposition 1.4.12. Sind F und E nichtarchimedische lokale Korper und ist die Erweite-
rung E | F unverzweigt vom Grad r, so existiert ein Homomorphismus

invgp:Br(E|F) — Q/7,,

der die Gruppe Br(E | F) isomorph auf (%Z)/Z abbildet.

Bemerkunyg.

(i) Das Bild inv g p([B]) heifit die Hasse-Invariante von [B]. Wenn Mifverstandnisse aus-
geschlossen sind, schreiben wir auch invg|p(B).

(ii) Der Homomorphismus inv gz setzt sich kanonisch zu einem Isomorphismus
invp : Br(F) — Q/7

fort, indem wir zu einem Element [B] € Br(F) einen unverzweigten Zerfallungskérper
E wihlen — der existiert nach Lemma (1.4.11) — und invp(B) := invg p(B) setzen.
Die Wohldefiniertheit dieser Konstruktion und die Isomorphie zwischen Br(F') und
Q/Z werden bei F. Lorenz in [13, § 31.4] bewiesen.

O

Eine konkrete Beschreibung des Homomorphismus invg g ist moglich, setzt aber ein
ausfiihrlicheres Studium der Theorie der zyklischen Algebren voraus, auf die im Rahmen
dieser Arbeit nicht n#iher eingegangen werden kann. In § 30 und § 31 des bereits mehr-
fach zitierten Buches [13] von F. Lorenz werden Sétze und Beweise bereitgestellt, die die
Konstruktion von invg|r erldutern.
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Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend zu wissen, daf§ die Abbildung invgz ein Isomor-

phismus zwischen Br(E| F') und der zyklischen Untergruppe (%Z)/Z vom Index [E : F] in
Q/Z ist, denn damit kénnen wir fiir unsere Quaternionenalgebra A iiber dem Zahlkérper K
zusammenfassend festhalten:

Korollar 1.4.13. Fiir eine nichtarchimedische Primstelle p ist

. Lmod Z, fallsp| D,
J— 2 Y )
v, (Ap) = { 0Omod Z, fallsp JD;.

Beweis. Die Aussage folgt aus den vorangegangenen. Denn es ist A, eine zentraleinfache Al-
gebra iiber dem lokalen Kérper K. Somit hat sie nach Lemma (1.4.11) einen unverzweigten
Zerfallungskorper E, vom Grad s(A,) tiber K.

Ist p | Dy, also A, eine Divisionsalgebra, so besagt Korollar (1.4.6), daf§ [E, : K,] = 2
ist. Daher liefert inv E, | K, einen Isomorphismus

. 1
inve, |k, : Br(E, | K,) — (§Z>/Z

zwischen zyklischen Gruppen der Ordnung 2. Die Restklasse der Algebra A, kann nicht das
neutrale Element von Br(E, | K,) sein, da A, nicht isomorph zu M>(K,) ist. Also muf sie
unter invg, | g, — und somit auch unter invg, — auf das Element (% mod Z) abgebildet
werden.

Im Fall p /D, ist A, = My(K,), also ist [A,] das neutrale Element in Br(K},) und
wird unter dem Isomorphismus invg, auf das neutrale Element in Q/Z abgebildet, also auf
(0 mod Z). O

Das gerade bewiesene Korollar gibt also Auskunft iiber die lokalen Hasse-Invarianten
invg, (Ap) an nichtarchimedischen Primstellen. Wir kénnen in naheliegender Weise auch
Hasse-Invarianten an den archimedischen Primstellen einfiihren.

Vereinbarung 1.4.14. Sei p eine archimedische Primstelle von K. Fiir die Quaternionen-
algebra A setzen wir

L mod Z, falls p reell und A, = H ist
i — 2 ’ p ’
v, (Ap) = { 0 mod Z, sonst.

Bemerkung. Diese auf den ersten Blick willkiirlich erscheinende Festsetzung sieht sich darin
begriindet, daB fiir eine komplexe Stelle p die Algebra A, eine endlichdimensionale Algebra
iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper K, = C ist. Eine solche Algebra kann wegen
Lemma (1.3.2) keine Divisionsalgebra sein, sondern ist isomorph zu Ms(K,). Sie ist also
trivial in der zugehérigen Brauergruppe, und die einzig sinnvolle Wahl von invg, (Ap) ist
daher (0 mod Z).

Fiir eine reelle Stelle kann ein zu C isomorpher Zerfiallungskorper gewahlt werden, der
dann iiber K, = R den Grad 2 hat. Damit wird wie im Beweis von Korollar (1.4.13) die
Algebra H der Hamiltonschen Quaternionen — die einzige Divisionsalgebra iiber R — als
nichttriviales Element der Brauergruppe auf (% mod Z) abgebildet. O
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Die Kenntnis aller lokalen Hasse-Invarianten invg, (Ap) ermoglicht es uns nun, aus dem
Hauptsatz der Algebrentheorie die Endlichkeit von D; und die beiden uns interessierenden
Sétze (1.4.1) und (1.4.2) herzuleiten. Der Hauptsatz lautet wie folgt:

Satz 1.4.15 (Hauptsatz der Algebrentheorie). Sei F ein globaler Korper. Mit den
beiden Gruppenhomomorphismen

res : Br(F) — @BY(F;:), [B] = ([Bp])p
P

und

sum : @ Br(F,) — Q/z,  ([Bpl)p — > inve, (Bp)
p

p

ist die folgende Sequenz exakt

1 — Br(F) == @Br(F) ™2 Qz — 0. (1.11)
p
Dabei lduft p tber simtliche archimedischen und nichtarchimedischen Primstellen von F.
Beweis. Satz und Beweis findet man in dem Buch [12, Satz (11.1.3)] von F. Lorenz. O

Beweis von Satz (1.1.11). Sei A eine Quaternionenalgebra iiber K. Thre Restklasse [A] in
der Brauergruppe Br(K) wird unter res auf ([4,]), abgebildet, und wegen der Exaktheit
der Sequenz (1.11) ist

Z inv,(A,) = 0 mod Z.

p

Genau fiir diejenigen archimedischen oder nichtarchimedischen Primstellen p, an denen A,
eine Divisionsalgebra ist, ist invg, (A4,) = % mod Z; die anderen p tragen zu der Summe
nicht bei. Insgesamt liefert die Summe aber eine ganze Zahl, es kann daher nur endlich viele
nichttriviale Summanden geben. O

Beweis von Satz (1.4.1). Sei die Quaternionenalgebra A jetzt sogar positiv definit. Wie im
vorigen Beweis ist auch hier 3 invy(4y) = 0 mod Z, und nur die Primstellen, an denen A
verzweigt ist, tragen zu der Summe bei.

Es gibt [K : Q] archimedische Stellen von K, alle sind reell, und da A als positiv definit
vorausgesetzt ist, liefert jede dieser Stellen den Summanden (4 mod Z).

Insgesamt ergibt sich damit die Gleichung

([K : Q]+ #{p | p teilt D1}) =0 mod Z,

| =

woraus folgt, dafl [K : Q] und #{p | p teilt D;} dieselbe Paritit haben miissen. O

Beweis von Satz (1.4.2). Sei Dy ein quadratfreies ganzes Ideal von K mit der Eigenschaft

#{p | p teilt D1} = [K : Q] mod 2.
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Wir setzen _— ) )
[ My(K,), fallsp foo,p fDx,
Av = { Dy, falls p | oo oder p | D;. (1.12)

Dabei sei D, eine Divisionsalgebra iiber K, mit [D, : K,] = 4.
Es ist also ([4y])p € @, Br(K}), und da

sun(([A))y) = Y invig, (4,) = 2 #{p | 00 oder p| D1} mod 7
p
= OmodZ

ist, folgt aus der Exaktheit der Sequenz (1.11), da8 ([A,]), bereits im Bild der Abbildung
res liegen mufl. Wir finden also ein [A] € Br(K), daf lokal durch (1.12) beschrieben ist.

Es bleibt zu zeigen, dafl es bis auf Isomorphie genau eine Quaternionenalgebra in der
Klasse [A] gibt, diese ist dann die gesuchte Quaternionenalgebra mit Diskriminante D;. Da
die Schurindizes der in (1.12) gegebenen Lokalisierungen 1 im Fall A, = M>(K,) bzw. 2 im
anderen Fall sind, folgt diese letzte Aussage aus dem abschlieBenden Lemma. O

Lemma 1.4.16. Sei [4] € Br(K).

(i) Ist der Schurindex s(A) = 2, dann gibt es bis auf Isomorphie genau eine Quaternio-
nenalgebra, die zu A dhnlich ist.

(it) Der Schurindex erfillt die Gleichung s(A) = kgV{s(Ay)}, wo p dber alle Stellen von
K lduft.

Beweis. Den Beweis des ersten Teiles findet man bei F. Lorenz in [13, § 30.4, Beispiel 3],
den zweiten Teil in [12, Satz 10.10]. O






Kapitel 2

Ideale und Ordnungen

Nun, da wir tiber die nétigen Grundlagen iiber Quaternionenalgebren verfiigen, kénnen wir
uns den Objekten zuwenden, denen unser Hauptinteresse gilt: den Idealen.

Wie im Fall von Zahlkorpern, so ist auch bei Quaternionenalgebren der Idealbegriff eng
mit dem Begriff von Ordnungen verkniipft. Es ist bereits angeklungen, dafl die ganzen Ele-
mente einer Quaternionenalgebra keinen Ring bilden und man — anders als im Zahlkorper-
fall — keine ausgezeichnete Hauptordnung, sondern verschiedene Maximalordnungen hat.

Nach grundlegenden Definitionen von Idealen und Ordnungen in Abschnitt 2.1 werden
wir uns in den Abschnitten 2.2-2.4 vornehmlich mit Eichler-Ordnungen beschiiftigen, die
als Durchschnitte zweier Maximalordnungen auftreten. Im Anschluff daran untersuchen wir
die quasi-normalen Ideale, also diejenigen Ideale, deren Links- und Rechtsordnung solche
Eichler-Ordnungen sind.

2.1 Grundlagen

Sei K im folgenden immer ein algebraischer Zahlkorper, R sein Ganzheitsring und A eine
Quaternionenalgebra iiber K.

Definition 2.1.1.
(i) Ein Ideal von A ist ein endlich erzeugter R-Modul Z mit K7 = A.

(ii) Eine Ordnung von A ist ein Ring O aus ganzen Zahlen von A, so daf R C O und
KO = A gilt.

(iii) Eine Mazimalordnung ist eine Ordnung, die in keiner anderen echt enthalten ist.

Bemerkung. Es sei angemerkt, daf§ Ideale im Sinne obiger Definition keine Ideale im ring-
theoretischen Sinne sind, da nicht verlangt wird, dafl AZ C Z und ZA C 7 gilt. In Pro-
position (1.4.3) haben wir aber bereits vermerkt, dafi A als zentraleinfache Algebra keine
zweiseitigen Ideale besitzt, insofern wird im folgenden unter einem ,Ideal“ stets ein Ideal
im Sinne von Definition (2.1.1) verstanden, und mogliche Mifiverstéandnisse sollten hiermit
ausgeraumt sein. O

Lemma 2.1.2. Eine dquivalente Definition des Begriffs einer Ordnung ist die folgende: Eine
Ordnung der Quaternionenalgebra A ist ein Ideal von A, das zugleich ein unitirer Ring ist.

31
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Beweis. Um die Aquivalenz dieser beiden Definitionen einzusehen, ziehen wir die Ergebnisse
aus Abschnitt 1.2 heran. Ist O ein unitérer Ring und zugleich ein Ideal von A, so bleibt nur
zu zeigen, daf alle Elemente in O ganz sind iiber R. Dies folgt direkt mit Lemma (1.2.5),
denn £ ist als Ideal ein endlich erzeugter R-Modul.

Umgekehrt sei O eine Ordnung von A im Sinne der Definition (2.1.1). Hier bleibt zu
zeigen, dal O als R-Modul endlich erzeugt ist. Diese Tatsache wurde in Lemma (1.2.7)
verifiziert. O

Definition und Lemma 2.1.3. Sei Z ein Ideal der Quaternionenalgebra A. Wir nennen
das Ideal
I ' ={r€A|IsT CT}

das zu 7 inverse Ideal, und die Ordnungen

0,(Z) = {xe€A|zICTI},
0,(Z) = {x€A|ZxCT}

heiflen Linksordnung von Z, bzw. Rechtsordnung von Z.

Beweis. Es muf} gezeigt werden, dafi Z~! ein Ideal und 0,(Z) sowie 0,(Z) Ordnungen von A
sind.

Das Ideal Z ist nach Definition ein endlich erzeugter R-Modul, und wir fixieren ein
Erzeugendensystem aq, ..., Gp,.

Als erstes wird gezeigt, dal 0;(Z) eine Ordnung ist. Dabei sind die Ringeigenschaften
sofort ersichtlich, ebenso die Tatsache, daf 0;(Z) ein R-Modul ist.

Sei a € TN R. Fiir jedes z € 0,(Z) gilt nach Definition von 0;(Z), daB x = a~'za € a='T

ist. Wir erhalten somit a a
1
Ol(I) - <*,...,7m> ,
a a /R

das heifit, 0;(Z) ist ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls tiber einem noetherschen
Ring und deshalb nach Lemma (1.2.1) selbst endlich erzeugt.

Es bleibt, die Gleichheit K0;(Z) = A zu zeigen. Dazuseinun = € A. Firalle: =1,...,m
ist das Produkt za; € A, also etwa von der Form xa; = Z;nzl sja; mit s; € K. Wenn s € R
den Hauptnenner aller s; bezeichnet, dann gilt za; € s~I7 fiir alle 4. Es folgt szZ C I, was
gerade bedeutet, daf sx € 0;(Z) liegt, oder anders ausgedriickt, dafi x € Ko;(Z) ist.

Fiir die Rechtsordnung o, (Z) gehe man genauso vor.

Der Beweis, dafl Z~! ein Ideal ist, geht ebenfalls nach dhnlichem Muster. Es ist auch hier
klar, daf} es sich um einen R-Modul handelt, und wir wéhlen wie oben ein Element a € TN R
mit 0;(Z) C a=1Z. Wegen 1 € 0,(Z) folgt nun direkt

1 1 1
' Co(I to(T) C -IT '-T C T
a a a
Also ist wieder mithilfe von Lemma (1.2.1) bewiesen, dafl Z~! endlich erzeugt ist.
Fiir ein Element z = ria1 + ... + rna,, € Z konnen wir wieder die Produkte xa;
betrachten. Es ist

m m
ra; = E rja;a; und a;a; = E SijkQk mit Sijk € K.
ji=1 k=1
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Wieder bezeichnen wir mit s € R den Hauptnenner der s;;;. Es ist also 27 C s~17Z. Die Zahl
s hidngt aber nicht von x ab, demnach gilt sogar 7?2 C 5717 und daher TIso(7)T C s72 C 1.
Nach Definition bedeutet dies gerade, dafl so;(Z) C Z~1 ist.

Wenn wir uns nun ein beliebiges y € A vorgeben, kénnen wir, da wir bereits die Gleichung
Ko,(Z) = A verifiziert haben, t € K und z € 0;(Z) withlen, soda$y =tz = (ts~1)sz € K1
ist. Damit ist bewiesen, dafl Z~! ein Ideal ist. O

Lemma 2.1.4. Seien T und J Ideale von A. Dann gelten die folgenden Aussagen
(i) ZZ=* C 0;(Z) wund I 'Z C o,.(Z).
(ii) 0.(Z) Co(Z7Y) wund 0/(Z) Co.(Z7Y).

(iii) Es gibt Elemente 0 # s,t € R mit s CJ Ct 7.

(iv) Es gibt Elemente 0 # s,t € R mit

sT Co(T)C szt und tT Co () Ct™ 77N

Beweis. Die in Teil (i) und (ii) behaupteten Inklusionen folgen direkt aus ZZ 17 C Z. Teil
(#91) wurde im wesentlichen auch schon gezeigt. Sei namlich Z = (ay, . .., am) g- Die Elemente
a; lassen sich wegen K7 = A in der Form a; = si_lri mit 0 # s; € R, r; € J schreiben.
Das Element s := [[s; € R erfiillt nun offensichtlich

sI CJ.

Genauso erhalten wir ein 0 # ¢ € R mit tJ C Z, und Behauptung (i7i) folgt.

Setzen wir jetzt speziell 7 = 0;(Z), dann finden wir ein 0 # s € R mit sZ C 0;(Z). Wegen
IsT = (sZ)I C 0;(Z)Z C 7 ist daher auch s € Z~!. Fiir die Ordnung 0;(Z), die nach Teil (i)
in der Rechtsordnung von Z~! enthalten ist, gilt somit

0(Z) =5 ts0)(T) Cs T o (Z7Y) ST

Auf die gleiche Weise beweist man die Aussage iiber die Rechtsordnung. O

Definition 2.1.5. Ein Ideal Z der Quaternionenalgebra A heifit
o O-Linksideal, falls O = 0;(7) ist, bzw. O-Rechtsideal, falls O = 0,(Z) ist,

e gleichseitig oder auch zweiseitig, falls 0;(Z) = 0,(Z) ist; setzen wir in diesem Falle
9 :=0;(Z) = 0,(Z), so wollen wir Z kurz ein O-Ideal nennen,

e Hauptideal, falls es ein a € A* gibt mit Z = 0;(Z)a = ao,(Z),

e ganz, falls T C 0/(Z) gilt, oder dquivalent Z C 0,.(Z).

¢

Bemerkung. Die behauptete Aquivalenz bei der Definition des Begriffs , ganz*
direkt aus

ergibt sich

ICo0(Z) <= IICTI <= I Co.(2).
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Wie fiir Ideale in Zahlkérpern kénnen wir auch in unserer Situation den Begriff der Norm
von der Ebene der Elemente auf die der Ideale iibertragen.

Definition 2.1.6. Sei 7 ein Ideal von A. Unter der (reduzierten) Norm von I verstehen
wir dasjenige gebrochene Ideal von K, welches von allen nrd(z) mit x € Z erzeugt wird.
Naheliegenderweise bezeichnen wir die reduzierte Norm von Z mit

nrd(Z).

Bemerkung. Die Multiplikativitdt der reduzierten Normabbildung, die wir auf Element-
Ebene in Lemma (1.1.4) erwéhnt hatten, iibertréigt sich automatisch. Wie im Zahlkorperfall
gilt auBlerdem fiir ein Hauptideal Oa

nrd(Oa) = R - nrd(a).

O

Héufig werden wir zu gegebenem Ideal 7 auch seine Lokalisierung Z, nach einem Prim-
ideal p von K betrachten. Wird Z als R-Modul von {ay,...,am,} erzeugt, so ist

I, = RyZ = (a1,...,am)R,
seine Lokalisierung. Wir haben auflerdem

(01(1)p T = Iy = T (0r(T))y,
und es gelten wie gewohnt die Beziehungen

I1CJ <<= 1,CJ, fiir alle p < oo,
I=J <= 1,=U, fiir alle p < oo,
(nrd(7)), = nrd(Z,) fiir alle p < oo.

Entsprechendes gilt fiir Ordnungen. Zudem ist eine Ordnung O von A genau dann maximal,
wenn O, fiir alle p < oo eine Maximalordnung von A, ist.

Fir Einzelheiten sei auf die Biicher von O. T. O’Meara [16, § 81E.] sowie von M.-
F. Vignéras [21, Corollaire 5.2] verwiesen.

Ideale — oder allgemeinere Objekte — lokal zu untersuchen, ist normalerweise nur dann
niitzlich, wenn man aus der im Lokalen gewonnenen Information Riickschliisse auf globale
Eigenschaften ziehen kann. Man benétigt insbesondere ein Kriterium, nach dem zu ent-
scheiden ist, ob zu beliebig vorgegebenen lokalen Objekten ein globales Objekt mit genau
den vorliegenden Lokalisierungen existiert. Unser néchster Schritt ist es daher, ein solches
Lokal-Global-Prinzip anzugeben.

Korollar 2.1.7. Seien Z und J Ideale von A. Dann gilt
I, =T fir fast alle Primideale p von K.

Insbesondere stimmt jedes Ideal lokal fast iiberall mit seiner Links- bzw. Rechtsordnung tiber-
ein.
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Beweis. Nach Lemma (2.1.4) gibt es zwei von 0 verschiedene Elemente s,t € R mit
sICJ und J Ct 7.

An fast allen Primstellen sind aber s € Ry und t € Ry, und in einem solchen Fall ist dann
T, =sT, C J, Ct I, = I,

woraus die Behauptung folgt. O

Satz 2.1.8 (Lokal-Global-Korrespondenz). Es sei I ein fest gewdhltes Ideal von A.
Dann ist die Abbildung

{Ideale von A} — {(Jp)p | Jp ist ein Ideal von A, und J, = I, fiir fast alle p}
J = (Jp)e

bijektiv.

Beweis. Die Wohldefiniertheit der Abbildung haben wir in Korollar (2.1.7) nachgewiesen.
Der vollsténdige Beweis steht bei M.-F. Vignéras in [21, Proposition 5.1] oder auch bei
O. T. O'Meara in [16, 81:14]. O

Bei der Untersuchung der Ideale von A kommt man nicht umhin, auch deren Links-
und Rechtsordnung zu studieren. M. Deuring betrachtet in [3, Kapitel VI, § 2] den spezi-
ellen Fall von normalen Idealen. Darunter versteht er diejenigen Ideale, deren Links- und
Rechtsordnungen maximal sind.

Obwohl unser Hauptinteresse einer grofleren Klasse von Idealen gelten wird, ist es trotz-
dem auch fiir unsere Zwecke hilfreich, wenn wir einige Aussagen iiber Maximalordnungen
und ihre Ideale zur Verfiigung haben. Wie wir oben angemerkt hatten, sind Ordnungen ge-
nau dann maximal, wenn sie es lokal an allen p < oo sind. Zum Schlufl dieses Abschnitts
wollen wir also Maximalordnungen von A, untersuchen.

Lemma 2.1.9. Ist Z, ein Ideal von A, = Ms(K,) mit Linksordnung Ma(Ry), so ist I, ein
Oyp-Hauptideal.

Beweis. Der Ring R, ist ein Hauptidealring. Man kann zeigen, da8 damit auch Ms(R,)
ein Hauptidealring ist (siche beispielsweise bei M. Newman [15, Theorem II.5]). Wenn wir
7 geméB Lemma (2.1.4) mit einem geeigneten Element 0 # s € R, multiplizieren, kann
angenommen werden, dafl 7 ein ganzes Ideal von M, (R,) ist, und die Behauptung folgt aus
der Hauptidealeigenschaft. O

Lemma 2.1.10. Die Mazimalordnungen von A, sind gegeben durch

M, = {acA,|nrd(a) € R,}, falls p | D1,

. RP RP -1 ; *
Mpo = a ( R, R, ) a mit a € Ay, falls p fD;.
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Beweis. Sei zunéchst p | D1, also A, eine Divisionsalgebra. Wir hatten bereits in Lem-
ma (1.1.10) gesehen, dafl

wyp : Ap — Z U {oo}, wp(a) := vp(nrd(a)),
eine Bewertung auf A, definiert, die den Ganzheitsring
{a € Ap [wp(a) = 0} =M,

besitzt, der offensichtlich R, enthalt. Wir zeigen, daf} dieser Ring tatséchlich eine Ordnung
von A ist. Es ist Ay = K,9,, denn fiir ein a € A, ist entweder a € M, C K,M,, oder
es ist vy(nrd(a)) < 0, also vp(nrd(a)~') > 0. Das heifit, a 148t sich schreiben in der Form
a = (@) 'nrd(a) € K,M,.

Es bleibt zu zeigen, daf alle Elemente in 91, ganz iiber R, sind. Sei also = € IM,,.

Ist z € K, so ist 2? = nrd(x) € Ry, und daher x € Ry, also ist x ganz {iber 7.

Ist hingegen z ¢ K,, so ist L, := K,(x) eine quadratische Korpererweiterung von
K, in A,. Durch Einschrénken von wy, auf L, erhalten wir auch hier eine Bewertung. Ihr
Ganzheitsring

{a €Ly |wp(a) =0} =M, N L

ist bekanntlich der ganze Abschlufl von R, in L,. Wegen = € 9, N L, ist also insbesondere
x ganz iiber R,.

Damit ist gezeigt, daf die Menge 9, eine Ordnung von A, ist. Die Maximalitét folgt
direkt, da 9%, nach Korollar (1.2.4) bereits alle ganzen Elemente und damit auch jede andere
Ordnung von A, enthélt.

Fir p /D, kénnen wir A, mit dem Matrizenring M, (K,) identifizieren. Da mit dieser
Identifizierung die Spur-, bzw. reduzierte Normabbildung genau der Spur bzw. Determi-
nante von (2 x 2)-Matrizen entsprechen, ist sofort einsichtig, dafl die angegebenen Mengen
tatséchlich Ordnungen von A, sind, und es muf} nur ihre Maximalitéit untersucht werden.
Ist fiir ein beliebiges a € Ay die Ordnung M, , nicht maximal, sondern etwa enthalten in
einer echt gréfleren Ordnung 9M, so ist auch My(R,) = M, 1 nicht maximal, denn es ist
dann natiirlich M2(R,) € a~'9Ma, und letztere Menge ist ebenfalls eine Ordnung von A,.
Also reicht es, die Maximalitit von Ms(R,) zu verifizieren.

Nehmen wir an, es gébe eine Ordnung 9t von A,, die M»(R,) enthélt und zusétzlich ein
Element z € Ay, das nicht in My(R,) liegt. Da mit M>(R,) insbesondere auch die Matrix
(0 1) und deren Produkte mit = in 97 enthalten sind, kann ohne Einschrinkung angenommen

10
werden, dafl x von der Form

xz(z Z) mit a,b,¢,d € Ky, a ¢ R,

ist. Wir bezeichnen mit §; den Hauptnenner von ¢ und d und mit d2 den Hauptnenner von
b und d und bilden das Produkt

(2 5= (3 0)e(L 0)  mibaicnarn,

Die rechte Seite liegt in 9. Andererseits ist die linke Seite offensichtlich nicht ganz, da die
Spur der Matrix nicht in R, liegen kann. Dies ist der gesuchte Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dafl tatséchlich alle Maximalordnungen von A, die angegebene Ge-
stalt haben. Dazu nehmen wir eine beliebige Maximalordnung 9t her und betrachten das
M>(Ry)-Linksideal 7 := My (R, ). Es gelten die Inklusionen

My(R,) Coi(Z) und M C o, (D),
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und da sowohl der Matrizenring als auch 9t Maximalordnungen sind, gilt sogar in beiden
Fillen die Gleichheit. Nun ist Z als M>(R))-Linksideal nach Lemma (2.1.9) ein Hauptideal
und daher von der Form 7 = My(Rp)a fiir ein geeignetes a € Aj. Man rechnet sofort
nach, daf§ die Rechtsordnung eines solchen Hauptideals durch a=! My (Ry)a gegeben ist, die
Rechtsordnung von Z war aber gerade 90, also ist dies von der behaupteten Gestalt. O

Korollar 2.1.11. Ist O, eine Mazimalordnung von A,, dann ist jedes O, -Linksideal I, ein
Hauptideal.

Beweis. Fiir den Fall, dafl p | D; gilt, verweisen wir auf [3, Kapitel VI, § 11, Satz 12] von
M. Deuring.

Ist hingegen p D1, also O, = 0;(Z,) = aMa(Ry)a™!, so ist das Ideal a='Z, ein Ma(R,)-
Linksideal. Nach Lemma (2.1.9) gibt es also ein z € A} mit a'Z, = My(Ry)z. Es folgt
T, = (aMs(Ry)a™')ax. O

2.2 Eichler-Ordnungen

Wie bereits angemerkt liegt unser Hauptinteresse nicht bei den Maximalordnungen der Qua-
ternionenalgebra A. Wir wenden uns stattdessen einer gréfieren Klasse von Ordnungen zu.

Definition 2.2.1. Den Durchschnitt zweier Maximalordnungen der Quaternionenalgebra
A bezeichnet man als Fichler-Ordnung von A.

Bemerkung. Es wird nicht verlangt, dafl eine Eichler-Ordnung Durchschnitt zweier verschie-
dener Maximalordnungen sein mufl. Maximalordnungen werden als Spezialfall von Eichler-
Ordnungen ausdriicklich zugelassen. O

Wir wollen die Gestalt der Eichler-Ordnungen genauer untersuchen und werden sie dazu
im Lokalen konkret angeben. Um den Beweis moglichst einfach zu halten, bendtigen wir
zunéchst folgenden Satz.

Satz 2.2.2 (Hermitesche Normalform). Sei 2 € GLy(K,) eine invertierbare Matriz
tber K. Dann ezistiert eine unimodulare Matriz v € GLa(Ry), so daf8 das Produkt va von
der Gestalt

vr = ( Ty bs > , mit r,s € Z  und entweder b =0 oder v,(b) < s (2.1)
0 my

1st.

Beweis. Die Hermitesche Normalform fiir n-dimensionale Matrizen iiber einem beliebigen
Hauptidealring wird zum Beispiel von M. Newman in [15, Theorem II.2] hergeleitet. O
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Korollar 2.2.3. Sei O eine Fichler-Ordnung der Quaternionenalgebra A mit Diskriminan-
te Dy. Dann gilt fiir ein beliebiges Primideal p von K

Oy ={a € A, | nrd(a) € Ry} fiir p | Dy,
_ Ry Ry '\ 1 .
Op=a < TR, R, ) a firp fDq, (2.2)

wobei jeweils a € Ay ist und k eine von p abhdngige Zahl mit k > 0.

Beweis. Wir denken uns die Eichler-Ordnung gegeben als O = 9t N 9My. Lokal kann es
passieren, daf8 91; , und My , zusammenfallen. In diesem Fall ist O, selbst bereits maximal
und muf somit bereits von der in Lemma (2.1.10) angegebenen Gestalt sein. Die Behauptung
folgt fiir solche p unmittelbar.

Sei nun O, = My, N My, nicht maximal. Da wir O, nur bis auf Konjugation mit
einem Element aus Aj beschreiben wollen und unter Beriicksichtigung der méglichen Gestalt
der beiden Maximalordnungen, kann ohne Einschrinkung angenommen werden, daf3 es sich
bei einer dieser Maximalordnungen um M(R,) selbst handelt. Die andere schreiben wir
in der Form z~'M(R,)z, wobei angenommen werden kann, daff # € A} in der in (2.1)
beschriebenen Normalform gegeben ist. Wir unterscheiden die zwei Moglichkeiten.

Ist b =0, so ist

—1 (w0 R, R, T 0\ _ [ Ry m R,

Ist hingegen b = uwé # 0 mit v € Ry und t < s, so hat man mit ti=t—s—r<-—r
(ﬂ'pr —uw;/> <Rp Rp) (77; u7rfg>
—S8 L
O 7Tp Rp Rp O 7Tp

t’ t’ r t t—r
teor ( mp Ry 7 Ry ) (ﬂ'p uy ) t<s — < prt Ty Rp >
—S8 —S8 — .

In beiden Fillen entspricht also 27 M (R))z im wesentlichen (d.h. bis auf den Vorfaktor

7~ ° im zweiten Fall) dem Matrizenring

—k
5” ™ Ry mit ¥ =r —sbzw. k' =r —t.

7 My (Ry)x

Bildet man den Durchschnitt hiervon mit Ms(Ry), so verschwindet (mindestens) einer der
Faktoren m, ¥ oder 7T§/, je nachdem ob &’ > 0 oder k¥’ < 0 ist. Auch der Vorfaktor wg_s aus
dem zweiten Fall von oben wird im Durchschnitt mit A5(R,) nicht mehr auftauchen, da
t — s < 0 ist. Insgesamt erhalten wir also

R R

1 _ p P -1

o bRy 0 0y =y (4 )t

dabei ist k = |£'| und y = ((1)(1)), falls k = K/, baw. y = (2(1]), falls k = —k’. Damit ist
bewiesen, dafl O, von der behaupteten Gestalt ist. O

Im Beweis wurden Félle unterschieden, je nachdem ob O, maximal ist oder nicht. Man
kann sich leicht iiberlegen, dafl es nur endlich viele Primideale geben kann, an denen O,
nicht maximal ist. Dazu brauchen wir jedoch einen weiteren bekannten Satz.
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Satz 2.2.4 (Elementarteilersatz). In einem K-Vektorraum V der Dimension n seien
My und Mo endlich erzeugte R-Moduln mit KON, = KMy = V. Dann existieren eine Basis
V1,...,U, von V und gebrochene Ideale ay,...,a,, ¢1,...,¢, von K, so daff sich My bzw.
Mo darstellen lassen als

m, = avr + ...+ apUn,

2.
My = cav; + ... + 0,0y, ( 3)

wobei die ¢; die Bedingung
1 2...20¢,

erfillen. Die Ideale ¢; mit dieser Eigenschaft sind eindeutig bestimmt. Ist sogar Mo C My,
so sind die ¢; ganze Ideale.

Beweis. Den Beweis des Elementarteilersatzes in der ein oder anderen Gestalt findet man
in vielen Biichern zur Linearen Algebra oder Algebra. In obiger Form wird er zum Beispiel
auch im Buch [16, Theorem 81:11] von O. T. O’Meara bewiesen. O

Wir betrachten nun also die Lokalisierung O, einer Eichler-Ordnung O = 9t N My
nach einem Primideal p von K. Die beiden Maximalordnungen 2t; und 91, kénnen nach
dem Elementarteilersatz auf die Gestalt (2.3) gebracht werden. Die auftretenden ¢; sind
gebrochene Ideale von K, also von der Form

¢ = Hpup(ci), vp(c;) € Z, fast alle vy(c;) = 0.
P

Die Lokalisierungen 9t , und My ,, sind genau dann identisch, wenn nach einem p lokali-
siert wird, das in keinem der ¢; vorkommt, also wenn v,(c;) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n gilt.
Insbesondere folgt sofort, dafl in einem solchen Fall O, = 9, , = My, ist. Demzufolge ist
Op genau dann nicht maximal, wenn p eines der endlich vielen in den ¢; vorkommenden
Primideale von K ist.

Sofort einsichtig ist auch, dafl O, maximal ist, wenn p die Diskriminante D; teilt, denn in
diesem Fall hat A, nur eine einzige Maximalordnung, so daf} die Schnittbildung offensichtlich
nichts bewirkt.

Zusammen mit dem zuletzt bewiesenen Korollar gibt dies Anlaf} zu folgender Definition.

Definition 2.2.5. Eine Eichler-Ordnung O heifit von der Stufe (D1, Ds), wenn D; die
Diskriminante von A ist und D5 ein zu Dy teilerfremdes Ideal mit den beiden Eigenschaften

(i) fur alle p fD5 ist O, maximal,

(ii) fiir alle p | Do ist der in (2.2) auftretende Exponent k genau v, (D3).

Die Potenz, mit der ein p in Dy aufgeht, beschreibt also die Gestalt der Ordnung im
Lokalen.

Um die nachfolgenden Beweise und Berechnungen iibersichtlich zu halten, werden wir
nicht den allgemeinen Fall betrachten und beliebige p-Potenzen in Dy zulassen. Stattdessen
beschrianken wir uns auf den Fall, dal Dy quadratfrei ist. Fiir den allgemeinen Fall sei auf
die Ausfithrungen im Buch [21, S. 39ff] von M.-F. Vignéras verwiesen.
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Vereinbarung 2.2.6. Wir betrachten nur diejenigen Eichler-Ordnungen 9, fiir die der im
Fall p | Dy auftretende Exponent k den Wert & = 1 hat. Mit anderen Worten: Es sei Dy
stets quadratfrei. Wir sagen daher in diesem Fall auch, die Ordnung O sei von quadratfreier
Stufe.

Die Situation, mit der wir uns beschéftigen, sieht demnach wie folgt aus.

Korollar 2.2.7. Sei O eine Fichler-Ordnung der Quaternionenalgebra A von quadratfreier
Stufe (D1, Ds). Dann gilt fiir ein beliebiges Primideal p von K

Oy ={a€ A, |nrd(a) € Ry} firp | Dy,
Dp_a(”pRp Rr»)a Jire | D,
_ Ry Ry -1 "
Op=a ( R, R, ) a fiirp YD1 Do,
mit geeigneten a € Aj. O

2.3 Ordnungen in Zahlkérpern

Wir wollen nun die Uberlegungen aus dem Abschnitt 1.3 wieder aufgreifen und uns noch
einmal den quadratischen Zwischenerweiterungen L der positiv definiten Quaternionenal-
gebra A widmen. Es stellt sich hier insbesondere die Frage, welche Information man aus
der Kenntnis der Ordnungen von L iiber die Eigenschaften der Eichler-Ordnungen von A
gewinnen kann.

Im folgenden seien also neben der positiv definiten Quaternionenalgebra A wieder ein
Element a € A*, a ¢ K und der von a erzeugte total imaginiire Zwischenkérper L := K(a)
fixiert. Alle vorkommenden Eichler-Ordnungen seien von quadratfreier Stufe.

Lemma 2.3.1. Ist O eine beliebige Ordnung von A, so ist
O:=9NL

eine Ordnung des Zahlkérpers L, d. h. ein Teilring von Ry, der als Z-Modul mazimalen
Rang hat.

Beweis. Es ist offensichtlich O ein Ring, und jedes Element x € O ist ganz iiber Ry, liegt
also in Ry,. Fiir die freien Z-Moduln O und Ry, gilt demnach

rang(O) < rang(Ryp) = [L : Q),

und es mufl nur noch gezeigt werden, dafl Gleichheit gilt. Sein € A ein Element mit L = Q(7).
Es gilt einerseits die Beziehung A = K9, andererseits K = QR . Da zudem Rg9 = 9O ist,
kénnen wir A auch schreiben als A = Q©, und somit kann ohne Einschrankung angenommen
werden, dafl n bereits in © und damit in O liegt. Es gelten die Inklusionen

Zn] €O C Ry,

und da auch Z[n] maximalen Rang hat, gilt rang(O) = [L : Q], und die Behauptung ist
gezeigt. O
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Bemerkung. Man beachte, dafl eine beliebige Ordnung von L den Ganzheitsring Rx von K
nicht notwendigerweise enthalten muf. Ist beispielsweise K = Q(v/2) und L = K(v/—1), so
sind die zugehorigen Ganzheitsbasen

1 1
R =(1.v2)  wd Ry = <1,n,2(n2+1>,12(773+3n2—5n—3>> :
Z

wobei 7 := /2 + v/—1 ein primitives Element von L | Q ist. Wihlen wir als Ordnung in
L etwa den Ring O = Z[n] = <1,n, 7]2,7]3>Z, so hat das Element /2 € Ry beziiglich dieser
Basis iiber QQ die eindeutige Darstellung

1 5
2=—p34+ =
\f 677 +617

und liegt damit offensichtlich nicht in O.
Fiir diegjenigen Ordnungen von L hingegen, die wie in Lemma (2.3.1) von einer Eichler-
Ordnung herkommen, wissen wir wegen Ry C O sehr wohl, dafl

Rk CONL=0
ist, und diese Tatsache werden wir im folgenden oft benutzen. O

Nach dieser Bemerkung stellt sich nun die Frage, wie man entscheiden kann, ob eine
gegebene Ordnung O von L von einer Eichler-Ordnung O von A herkommt. Um dies zu
beantworten, brauchen wir den Begriff des Fiihrers.

Definition 2.3.2. Sei O eine beliebige Ordnung von L. Der Fihrer §(O) ist das grofite
ganze Ideal f von K, das

fRr, C O

erfiillt. Wir setzen aulerdem

3(0) = §(O)Ry.

Wenn klar ist, auf welche Ordnung wir uns beziehen, schreiben wir auch einfach f und §
anstelle von f(O) bzw. F(O).

Bemerkung. Oft bezeichnet man nicht §(O), sondern das Ry-Ideal §(O) = f(O)Ry, als den
Fiihrer von O. Dieses ist das grofite Ideal von L, das in O enthalten ist.

Man kann zeigen, daf es zu jedem ganzen Ideal f von K eine eindeutig bestimmte Ord-
nung O von L gibt mit f(O) = f. O

Lemma 2.3.3. Sind O und O’ zwei Ordnungen von L. Dann gilt
OCoO = §(0) C§(O").
Fine Ordnung ist genau dann mazimal, wenn ihr Fihrer trivial ist, also wenn f(O) = Rk

gilt.

Beweis. Beide Behauptungen folgen unmittelbar aus der Definition und der nachfolgenden
Bemerkung. O
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Lemma 2.3.4. Sei L := K(a) wie oben imagindrquadratisch. Dann gibt es nur endlich viele
Ordnungen O von L mit Rx C O, die a enthalten.

Beweis. Ist a ¢ Ry, so ist a nicht ganz, und es kann iiberhaupt keine Ordnung geben,
die a enthilt. Andernfalls ist Ri[a] selbst eine Ordnung von L, und jede Ordnung O, die
sowohl Ry als auch a enthélt, umfaft offensichtlich schon ganz Rg[a]. Damit gilt nach
Lemma (2.3.3) fiir die zugehorigen Fiihrer die Beziehung

f(Rklal) € §(O).

Als ganzes Ideal von K hat f(Rk[a]) aber nur endlich viele Teiler, und diese entsprechen
eineindeutig den — folglich ebenfalls endlich vielen — iiber Rk[a] liegenden Ordnungen
0. O

Bemerkung. Der Beweis ist konstruktiv. Um alle Ordnung zu finden, in denen neben Ry
auch a enthalten ist, berechne man den Fithrer f(Rx[a]) und bestimme sédmtliche Teiler
hiervon. Zu jedem Teiler ¢ ist dann ¢Rj, eine Ordnung mit den gewiinschten Eigenschaften,
und sidmtliche derartigen Ordnungen werden auf diese Weise erreicht. O

Satz 2.3.5. Sei O eine Ordnung vom Fihrer f von L. Es gibt genau dann eine Fichler-
Ordnung O der Stufe (D1,Ds) in A, so dafy O = O N L ist, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfillt sind

(i) pI D1 = p[f,
(i) p| D2 = p|f oderyp ist nicht trige in L.

Beweis. M. Eichler beweist diesen Satz in [6, Satz 6]. O

Definition 2.3.6. Fiir eine Ordnung O von L mit Fiihrer § setzen wir

o= 1 (- (2D 110+ (2))

p| D1

Dabei ist {%} das Eichler-Symbol und ist definiert durch

O 1, falls p | f’ I -1, falls p in L tréage ist,
{} = { (A) falls p /f mit () = 0, falls p in L verzweigt ist,
p p)’ P p 1, falls p in L zerlegt ist.

Mit dieser Definition ldt sich Satz (2.3.5) bequem in der folgenden kompakten Form
zusammenfassen:

Korollar 2.3.7. Sei L eine imagindrquadratische Zwischenerweiterung in A, und sei O eine
Ordnung von L. Dann gilt

Es gibt in A eine Eichler-Ordnung O

der Stufe (D1, D2) mit O = ONL < E(p,,p,)(0)#0.
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Beweis. Das einzige, was hier nicht direkt offensichtlich ist, ist, dal im Fall p | D; das Prim-
ideal p in L niemals zerlegt sein kann. Dies hatten wir aber bereits frither in Korollar (1.4.10)
festgehalten. O

Bemerkung. Sei L | K eine imaginidrquadratische Erweiterung, wobei jetzt nicht unbedingt
L C A gelte, und sei O eine Ordnung von L. Auch fiir diese Ordnung 148t sich der Wert
E(p,,p,)(0) formal berechnen; eine Interpretation im Sinne von Korollar (2.3.7) ist jedoch
mit Vorsicht zu genieflen. Ist ndmlich L € A, so ist fiir jede Eichler-Ordnung O von A immer

ONL=Rg+#0

und zwar unabhéngig von dem Wert, den E(p, p,)(O) liefert. O

Lemma 2.3.8. Sei L | K eine imagindrquadratische Erweiterung, nicht notwendig L C A,
und sei O eine Ordnung von L. Ist Ep, p,)(O) # 0, so lifit L sich K-isomorph nach A
einbetten.

Beweis. Nach einem Satz, den man bei F. Lorenz in [13, § 29*, 29.10] findet, 148t L sich K-
isomorph nach A einbetten, wenn L ein Zerfillungskérper von A ist und [A : K| = [L : K]?
gilt. Die Dimensionsbedingung macht hier keine Schwierigkeiten, und es bleibt zu zeigen,
dafl L ein Zerfillungskorper fiir A ist. In Lemma (1.4.8) hatten wir gesehen, daf} es geniigt
zu iiberpriifen, ob

s(Ap) | [Lyp : Kp) an jeder Stelle P | p (2.4)

gilt. Wir erinnern uns, dafl der Schurindex s(A,) den Wert 1 annimmt, falls A, = M>(K,)
ist, und 2 andernfalls. Die Bedingung (2.4) kann daher nur in den Féllen p | oo oder p | Dy
verletzt sein, wo A, eine Divisionsalgebra ist.
Sind P | p archimedische Stellen, so ist aber [Ly : K] = 2, da L | K als imaginérqua-
dratisch vorausgesetzt war.
{21
p

Ist p | D1, so ist das Eichler-Symbol
denn ebenfalls nach Voraussetzung ist E(p, p,)(O) # 0. Damit kann aber p in L nicht
zerfallen. Somit ist auch in diesem Fall [Ly : K] = 2, und die Bedingung (2.4) ist iiberall
erfiillt. O

Korollar 2.3.9. Sei L | K eine imagindirquadratische Erweiterung, nicht notwendig L C A,
und sei O eine Ordnung von L. Dann gilt

Es gibt in A eine Fichler-Ordnung O der Stufe (D1, Do)
und eine zu O isomorphe Ordnung O’ <  Ep, p,)(0)#0.
mit 0" = O N Quot(0’)

Beweis. Entweder ist E(p, p,)(O) # 0, dann finden wir nach dem soeben gezeigten Lemma
eine Ordnung O’ innerhalb von A, die K-isomorph zu O ist. Es ist

Ep,,0,)(0") = E(p, p,)(0) #0,
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und Anwenden von Korollar (2.3.7) liefert die Behauptung.

Ist hingegen E(p, p,)(O) = 0, so wissen wir nicht, ob es iiberhaupt eine zu O isomorphe
Ordnung in A gibt. Falls ja, folgt wie im ersten Fall die Behauptung aus Korollar (2.3.7).
Falls nein, gilt aber O N Quot(O’) = Ri # O’ fiir alle zu O isomorphen Ordnungen O’, und
dies beweist die Aussage. O

Liegt iiber einer gegebenen Ordnung O von L eine Eichler-Ordnung £ von A, so ist
letztere jedoch im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Vielmehr gilt folgender Satz.

Satz 2.3.10. Sei wie immer O eine Fichler-Ordnung von A, L | K ein imagindrquadratischer
Zwischenkdrper und O die durch O = O N L gegebene Ordnung von L.

(i) Ist O’ eine weitere Eichler-Ordnung mit denselben Invarianten (Dy, Dy) wie O, fiir
die O'NL=0=9DNL gilt, dann existiert ein invertierbares O-Ideal 2 mit

O =A~'oa.
(i) Ist A ein invertierbares O-Ideal, so gilt

0,.(OA) NL=0.

Beweis. Der Beweis wird lokal gefiihrt, wo man wieder die Félle zu unterscheiden hat, in
denen das zu betrachtende Primideal Dy, Ds oder keines von beiden teilt. Man findet ihn
bei M. Eichler in [6, Satz 7]. O

Im Hinblick auf dieses Lemma wollen wir also zum Schluf§ dieses Abschnitts auf O-Ideale
in L ndher eingehen. Details und Beweise der folgenden Sdtze schlage man bei J. Neukirch
[14, Kapitel I, § 12] nach.

Sei in dem algebraischen Zahlkorper L eine beliebige Ordnung O gegeben. Analog zu
den gewohnlichen gebrochenen Idealen von L definiert man ein gebrochenes O-Ideal als
einen endlich erzeugten O-Modul in L.

Nun sind beliebige Ordnungen eines Zahlkorpers keine Dedekindringe mehr, da sie nicht
ganz abgeschlossen zu sein brauchen. Man stellt fest, dal dies bereits zur Konsequenz hat,
daf} die gebrochenen O-Ideale keine Gruppe mehr bilden. Um wieder eine Gruppenstruktur
zu erhalten, mufl man die Menge der zu betrachtenden O-Ideale weiter einschrianken, ndmlich
auf die invertierbaren O-Ideale. Dabei heif3t ein gebrochenes O-Ideal 2 naheliegenderweise
invertierbar, wenn es ein weiteres gebrochenes O-Ideal B mit

AB =0

gibt.
Sei B ein Primideal von L. Unter der Lokalisierung eines O-Ideals 2 an 3 verstehen wir

UAp = Op2L.

Es gilt der folgende Satz.

Satz 2.3.11. Ein O-Ideal A ist genau dann invertierbar, wenn A lokal an jeder endlichen
Primstelle von L ein Hauptideal ist.



2.4. DIE EINHEITENINDIZES 45

Beweis. Diesen Satz mit Beweis findet man bei J. Neukirch [14, § 1.12, Satz (12.4)]. O

Es sei abschliefend erwéihnt, dafl man analog zur Idealklassengruppe von L auch die
Picardgruppe von L beziiglich der Ordnung O definieren kann. Der wesentliche Unterschied
ist, dafl man anstelle der gewohnlichen gebrochenen Ideale invertierbare O-Ideale betrachtet.

Wir bezeichnen also mit J(O) die Gruppe der invertierbaren O-Ideale und mit P(O) die
darin enthaltene Untergruppe der gebrochenen O-Hauptideale.

Definition und Lemma 2.3.12. Die Picardgruppe Pic(O) von O ist definiert als

Pic(0) = J(O)/p(o) :
Die Picardgruppe ist endlich, und wir bezeichnen mit
h(O) = #Pic(O)

ihre Méchtigkeit.

Satz 2.3.13. Flir eine Ordnung O mit Fihrer f und § = Rrf gilt

hi — #(Rp/3)"

"= o w0

dabei bezeichne wie iblich hy, die Idealklassenzahl von L beziiglich der Mazimalordnung Ry,.

Beweis. Den Beweis dieser Formel, die auch die Endlichkeit von Pic(O) impliziert, findet
man beispielsweise bei J. Neukirch [14, § 1.12, Theorem (12.12)]. O

2.4 Die Einheitenindizes

Fiir die konkrete Auswertung der Klassenzahlformel, die in Kapitel 3 hergeleitet wird, wird
es notig werden, fiir eine gegebene Eichler-Ordnung O den Index [O* : R zu berechnen.
Wir wollen in diesem Abschnitt dieses Problem etwas vereinfachen, indem wir es auf die
Berechnung von Indizes der Form [O* : R%] reduzieren, wo jetzt O gewisse Ordnungen von
quadratischen Zwischenerweiterungen durchliuft.

Wir fixieren wie immer die imaginéirquadratische Erweiterung L | K in A und beweisen
zur Vorbereitung folgende zwei Lemmata.

Lemma 2.4.1. Seien O und O’ zwei Ordnungen in L, die beide Ry enthalten. Falls O und
O’ zueinander K-isomorph sind, so gilt bereits O = O'.

Beweis. Der K-Isomorphismus ¢ : O — O’ setzt sich zu einem K-Automorphismus von
L = Quot(0) fort, den wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen. Die Erweiterung L | K ist vom Grad
2, also galoissch, etwa mit Galoisgruppe G = {id, 7}.

Ist ¢ = id, so ist nichts zu zeigen.



46 KAPITEL 2. IDEALE UND ORDNUNGEN

Andernfalls ist ¢ = 7, und wir miissen uns iiberlegen, dafl auch der Automorphismus 7 die
Ordnung O wieder in sich {iberfiihrt. Wir wenden Lemma (1.3.6) auf die Inklusionsabbildung
o0 : L — L an. Fiir ein Element x € O gilt demnach

7(x) =2 =tr(z) —z € O,

0. Umgekehrt ist O = 7(7(0)) C 7(0), da wir

da tr(z) € Rg C O ist. Also folgt 7(0O) C
= O’ anwenden koénnen. O

dieselbe Argumentation auch auf 7(O)

Lemma 2.4.2. Es sei eine Ordnung O von L gegeben mit R C O. Sei x € O*. Dann ist
(%)~ eine in O gelegene Einheitswurzel.

Beweis. Die Menge der Einheitswurzeln in L wird beschrieben durch
W(L) :={y € L"| |ylw =1 fiir alle Bewertungen | - |, auf L}

(siehe beispielsweise O. T. O’Meara [16, § 33F]). Da$ ein Element y unter allen Bewertungen,
die zu nichtarchimedischen Primstellen gehtren, den Wert 1 annehmen soll, heifit gerade, daf3
y in R} liegt. Weiter ist in unserem Fall L total imaginér, und somit sind alle archimedischen
Stellen komplex. Insgesamt kénnen wir W (L) also in der folgenden Form schreiben

W(L) = {y € R} | |o(y)|* =1 fiir alle Einbettungen o : L — C},

und wir miissen zeigen, dafl y := £ in W(L) N O liegt.

Zuniichst ist z € O* ganz iiber Rk und somit ist auch nrd(z) = N&(z) € R} C O*, und
demzufolge (z)~! = (nrd(z)) 'z € O*. Das Element y = £ liegt also in O*.

Sei nun o : L — C eine Einbettung mit der Einschrinkung o|x : K — R auf den total
reellen Teilkérper K. Wir sind damit in der Situation des Lemmas (1.3.6) mit F' = C, und
der nichttriviale o(K)-Automorphismus 7 ist hier die gewdhnliche komplexe Konjugation.

Dies ergibt
T

o) = olyroly) = olyp) =0 (22) =o(1) = 1,

und y ist wie behauptet eine Einheitswurzel. O

Fiir die Berechnung der Indizes [O* : R¥] bzw. [O* : R};] wird der sogenannte Einhei-
tenindex von O eine tragende Rolle spielen.

Definition 2.4.3. Es seien O eine Ordnung von L mit Rx C O und W(O) die Menge der
in O enthaltenen Einheitswurzeln. Der Index
Q(0) :=[0": W(O)Rj]

heifit der Einheitenindex von O. Ist O = Ry, die Hauptordnung von L, so schreiben wir auch
Q1 anstelle von Q(Ry).
Proposition 2.4.4. In der Situation von Definition (2.4.3) gilt:

(i) Q(O) =1 oder Q(O) = 2.

.. * * 9]

(ii) (0% : Ry] = €2 uw (0)
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Beweis. Nach den Isomorphiesétzen gilt zunéchst

O fwioymy = (7 /Bic) [ (WO [y )

und fiir den hinteren Faktor

WO /gy = WO [w(0)nry)
=~ (W(0))”

Fiir den Gruppenindex gilt daher die Beziehung
* * 1
[W(O)R) : R] = 5#W(0). (2.5)
Untersuchen wir nun den anderen Faktor O*/Rj; néher. Der Homomorphismus

¢: 0" = W(0), UH%

ist nach Lemma (2.4.2) wohldefiniert und hat den Kern
kero={neO0"|n=n}=0"NK = Rj.

Da ein Element 7, das selbst bereits eine Einheitswurzel in O* ist, auf % abgebildet wird,
liegt (W(0))? im Bild von ¢. Genauer gelten die folgenden Inklusionen

(W(0))* € Tmp = O /s € W(O).
Nun sind W(O) und (W(0))? zyklische Gruppen mit Index [W(0O) : (W(0))?] = 2. Es
bleiben daher fiir O*/ R} nur die beiden Moglichkeiten

O Ry 2W(©0)  oder O /Ry = (W(0)), (2.6)
und entsprechend gilt fiir den Einheitenindex unter Benutzung von (2.5)

[0 :Ry] [ 2, fallsO*/Rj =2 W(O)
Q0) = [W(O)R, {(R}] N { 1, falls O*/R% ~ (W(0))?*

und andere Fille treten nach (2.6) nicht auf, womit Teil (¢) bewiesen ist. Offensichtlich lassen
sich die beiden Fille direkt in der in Teil (i4) behaupteten Formel zusammenfassen. O

Fiir den Fall, dafl L ein abelscher Zahlkorper ist, findet man bei H. Hasse in [9, Kapi-
tel II1.20 ff.] Kriterien, nach denen zu entscheiden ist, ob @ den Wert 1 oder 2 annimmt.
Demselben Buch ist auch obiger Beweis entnommen, verallgemeinert auf den nichtabelschen
Fall und fiir beliebige Ordnungen von L. Die weiteren Sétze zur Bestimmung von @p, die
man bei H. Hasse findet, lassen sich jedoch im allgemeinen nicht auf nichtabelsche Zahlkorper
iibertragen und sind auf unsere Situation daher nur bedingt anwendbar.

Wir haben aber die folgende Proposition.
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Proposition 2.4.5. Es sei n = [K : Q], und wir bezeichnen mit Regy bzw. Reg; den
Regulator von K bzw. L. Dann gilt

Regy n-1
= 22 9", 2.7
Qr Reg, (2.7)

Beweis. Diese Proposition findet man mit Beweis bei L. C. Washington [22, Propositi-
on 4.16]. O

Bemerkung. Die Kenntnis der Regulatoren Reg, und Reg; setzt implizit Informationen
iiber die Fundamentaleinheiten in K bzw. L voraus. Kennt man iiberdies sogar Elemente in
L, die die Einheitengruppe O* der Ordnung O erzeugen, so kann man in diesen Fillen mit
einer #hnlichen Formel wie (2.7) auch den Einheitenindex Q(O) berechnen. Diese Formel ist
ebenfalls im Buch von L. C. Washington zu finden [22, Lemma 4.15], sie wird uns aber zur
konkreten Berechnung von Q(O) nicht viel helfen, da wir die Fundamentaleinheiten in O*
im allgemeinen nicht kennen. O

Satz 2.4.6. Sei A eine positiv definite Quaternionenalgebra iiber einem total reellen Zahl-
korper K, und sei 9 eine Ordnung von A. Dann ist

e:=[D": R%]

endlich.
Beweis. Der Beweis steht bei M. Eichler [6, § 1, Satz 2]. O

Sei K ein beliebiger, aber fest gewihlter algebraischer Abschluf von K. Ein Element
a € D* a ¢ K sei gegeben. Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen:

(i) ¢aq: K(a) — K sei eine K-Einbettung,

=

(il) K, = pq(K(a)) das Bild von K(a) unter ¢,

(iii) Og := pa (O N K(a)), 9]
dies ist eine Ordnung von K, \ K(a) Pa K,

(iv) Yo := {0y | be D%, b ¢ K}, / /

(v) Fiir eine beliebige Ordnung O eines Korpers L
sei

go(0) :=#{0" | O =9OnNL fiir einen Kérper L’
und O’ = O}.

Damit kénnen wir folgendes Lemma formulieren.

Lemma 2.4.7. Es gilt fiir den in Satz (2.4.6) definierten Index e = [O* : R}/]

e=1+ Y go(0)([0": Rj] —1).

O€Yp
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Beweis. Innerhalb dieses Beweises werden wir aufler O keine weiteren Eichler-Ordnungen
betrachten und schreiben deshalb kurz g(O) fiir go(O) und Y fiir Yo.

Wir fixieren zunéchst ein a € 9%, a ¢ K wie oben. Es seien Xl(a), e ,X(g‘(l)oa) alle dieje-
nigen Ordnungen von der Form O N L mit geeignetem Koérper L, die zu O, isomorph sind,

also
Xi(a):DﬁLi%Oa§DﬂK(a) firallei =1,...,9(0,).

Die qua) seien paarweise verschieden.
Sei b € 9%, b ¢ K beliebig. Auch fiir dieses Element betrachten wir O N K'(b) und O,
Wir zeigen folgende Aquivalenz

0,=0, <= ONKQD) = Xi(a) fiir genau ein 7 € {1,...,9(0,)}. (2.8)

Die Implikation von links nach rechts ist direkt klar, denn mit O, = O, folgt offensichtlich

O N K(b) = O,. Nach Konstruktion mufl daher O N K (b) in der Menge {Xl(a), . 7X;‘(l)oa)}
enthalten sein.

Haben wir umgekehrt O N K(b) = Xi(a) fiir ein geeignetes i € {1,...,9(0,)}, so ist
ONK(b) =2ONK(a). Diese Isomorphie iibertréigt sich auf die Quotientenkérper K (b) und

K(a) und auf die Ordnungen Op und O,. Somit gilt
Op = 0O, und Ky 2 K(b) = K(a) 2 K,.

Die beiden Koérper K, und K, liegen aber nach Konstruktion im selben algebraischen Ab-
schluB K von K und sind tiber K quadratisch, also normal. Sie miissen somit bereits iiber-
einstimmen. Nach Lemma (2.4.1) folgt O, = O, wie gefordert.

Wir erhalten unter Verwendung von (2.8) und der Tatsache, da (ONK (b))* = O*NK(b)
ist, folgende disjunkte Zerlegung

O"\Ry = |J{beD b¢K|0,=0,.}
O,€Y
9(0a)
= U UYbeobgr|OnK®) =X}
Oq,€Y i=1
g(Oa)
- U U (&™)~ Bx).
Oq,€Y i=1

Da X\ =0, fir alle i = 1,...,g(0,) ist, folgt

#(%/ i)

9(0a)

1+ > Y <#((X¢(a))*/pb} ) —1) (2.9)

Oq.€Y i=1

1+ ) g(0a)([0; : Ri] - 1)

OL€eY

und damit die Behauptung. O

Bemerkung. Obwohl die Notation in der Argumentation bereits suggeriert, dal die Zahlen
go (0) endlich sind, kann der Beweis auch ohne dieses Wissen bis einschliefllich zur Gleichung
(2.9) gefithrt werden. Die Endlichkeit der go (O) erhalten wir dann aus dieser Gleichung und
der in Satz (2.4.6) erwihnten Endlichkeit von e. O
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2.5 Quasi-normale Ideale

Nachdem wir die Eichler-Ordnungen soweit studiert haben, wollen wir uns nun den Idealen
zuwenden, die mit ihnen in direktem Zusammenhang stehen, ndmlich den sogenannten quasi-
normalen Idealen. Es sei nach wie vor A eine positiv definite Quaternionenalgebra iiber dem
Zahlkorper K, und alle Eichler-Ordnungen, die wir betrachten, seien von quadratfreier Stufe.

Definition 2.5.1. Ein Ideal der Quaternionenalgebra A heift quasi-normal, wenn seine
Linksordnung eine Eichler-Ordnung ist.

Bemerkung. Wir werden gleich sehen, dafl die Linksordnung eines Ideals von A genau dann
eine Eichler-Ordnung ist, wenn dies fiir seine Rechtsordnung ebenfalls gilt. Definition (2.5.1)
ist also nur auf den ersten Blick eine unsymmetrische Bedingung. O

Quasi-normale Ideale spielen in der Quaternionenalgebra A eine dhnliche Rolle wie die
invertierbaren Ideale 2 einer (nicht notwendig maximalen) Ordnung O eines algebraischen
Zahlkorpers. Diese zeichnen sich wie frither erwahnt dadurch aus, dafl fiir sie ein inverses
Ideal A~! gebildet werden kann, so da die Gleichung A2A~! = O gilt, und sich dadurch auf
der Menge aller invertierbaren Ideale eine kommutative Gruppenstruktur definieren 1&ft.

In einer Quaternionenalgebra A ist das Ergebnis wegen der fehlenden Kommutativitét
etwas schlechter. Man muf}, um eine entsprechende Gruppenstruktur zu erreichen, die Menge
der zu betrachtenden Ideale noch weiter — némlich auf die gleichseitigen quasi-normalen
Ideale — einschrénken, wie wir spéter sehen werden.

Als erstes Analogon zum Zahlkorper-Fall wollen wir jedoch festhalten, dafl quasi-normale
Ideale in obigem Sinne invertierbar sind. Dazu benétigen wir die folgende Proposition.

Proposition 2.5.2. Ist T ein quasi-normales Ideal, so ist I, an jeder endlichen Primstelle
ein Hauptideal, also von der Form I, = Dyay, mit a, € A;.

Beweis (Beweisidee von Tamagawa). Sei O die Linksordnung von Z, insbesondere ist sie
also eine Eichler-Ordnung.

Ist p eine Primstelle mit p JDs, so ist O, sogar eine Maximalordnung von A,. Die
Behauptung folgt in diesem Fall direkt aus Korollar (2.1.11).

Betrachte nun p | Dy. Es ist O, von der in Korollar (2.2.7) beschriebenen Form. Wir
kénnen annehmen, daf8 O, sogar gleich der Ordnung

R, R,
(WPRP Rp) (2.10)

ist. Denn falls O, nur konjugiert zu dieser Ordnung ist, etwa durch ein Element y € A7, so
betrachte man im folgenden statt Z, das Ideal I"J = y_IIp, das die in (2.10) angegebene
Linksordnung besitzt. Kann die Behauptung fiir das Ideal Ié gezeigt werden, ist also etwa
T, = (y~'Opy)ay, so ist offensichtlich Z, = Oyyay.

Den Matrizenring M>(R),) bezeichnen wir abkiirzend mit M,,. Durch Linksmultiplikation
mit M, wird aus dem Op-Linksideal Z,, das Mp-Linksideal M,Z,. Da M, eine Maximalord-
nung von Ay ist, muf dieses Ideal ein Hauptideal sein, das heifit, es gibt ein x € A7 mit

M,Z, = M. 2.11
pLp p
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Es kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden, dafl die Inklusionen
My C I, C M, (2.12)

gelten. Denn sonst betrachte man im folgenden anstelle von Z,, das Ideal Z,/ := Z,2~". Dieses
ist ebenfalls ein O,-Linksideal, und deshalb gilt unter Beriicksichtigung von (2.11)

T My = myMyZyx~' C O,I) C I = Tya ' C MyLya™' = M,,.
Nachdem die Behauptung nun auf diese Spezialfille zuriickgefithrt wurde, betrachte

man als néchstes die Reduktionsabbildung modulo 7,. Diese werde komponentenweise auf
M (R,) fortgesetzt, also

b

d )

Zy = {(a,b) | es gibt ¢, d € R, mit <CCL 2) EIp}

QI

My(Ry) — Ma(Ry/meRy), (‘2 Z) . (

und es sei

die Menge aller ersten Zeilen, die im Bild von Z,, unter dieser Abbildung auftreten. Wegen
(2.12) ist (0,0) € Z1, und da fiir alle A € R, auch

Aay +as  Aby + by A0 a; by as by
<61+CQ d1+d2):(0 1)(61 d1>+(02 d2>€DpIp+IpCIp

ist, ist auch A(@1,b1) + (a2, b2) € Z1. Mit anderen Worten: Z; ist ein R, /7y, Rp-Vektorraum.
Entsprechendes gilt fiir Z,, die Menge der zweiten Zeilen von Matrizen aus Z, unter der
Reduktionsabbildung modulo 7.

Nach Konstruktion liegt also die i-te Zeile einer Matrix aus Z,, in Z;. Es gilt aber auch
umgekehrt, daBl beliebige Zeilen (a,b) € Z; und (¢,d) € Z, vorgegeben werden konnen und
die aus den Reprasentanten a, b, ¢, d zusammengesetzte Matrix wieder in Z, liegt. Man sieht

dies leicht ein, wenn man sich iiberlegt, dal es zu den vorgegebenen Zeilen Urbilder gibt,
die sich schreiben lassen als

a b k’nﬂ'p k‘lgﬂ'p as bg 0 0
( C1 d1 ) + < 0 0 baw. C d + k217rp k’227Tp

mit asg, by, c1,di, ki; € Ry. Da nun aber wegen (2.12) jeweils der rechte Summand in 7,
liegt, muf} dies auch fiir die linken Summanden gelten, und wir kénnen die gesuchte Matrix
schreiben als

a b\ (10 a b 0 0 as bo
(20)=(o o) o)+ (0 0)(% 3)eomea

Zusammenfassend bedeutet dies fiir unser Ideal:

%:{<Z2>|@®EZMQ®E%}

Wir werden Aussagen iiber die Gestalt von Z, machen kénnen, wenn wir Z; und Z
bzw. die verschiedenen Moglichkeiten fiir ihre jeweilige Dimension als Ry, /7, Rp-Vektorraum
genauer untersuchen.
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Ist (¢,d) € Zy mit einer Matrix (Zdb) € 7y, so ist auch

c d 0 1 a b
(”pa pr)(”p 0><C d)erIpQIp,

also (¢,d) € Z;. Das heiflt, es gilt Z5 C Z;.

Damit ist klar, dafl Z; und Z5 nicht dieselbe Dimension haben kénnen. Denn sonst
wéren sie wegen Zo C 77 bereits gleich, und das Element ((1J é), das von links an eine Matrix
multipliziert lediglich deren Zeilen vertauscht, miiite in der Linksordnung von Z, enthalten
sein. Dies ist aber nicht der Fall, denn das Element ((1) (1)) liegt offensichtlich nicht in O,. Es
bleibt, die folgenden Fille zu untersuchen:

Fall 1: dimZ; =1 und dimZ, =0
Sei etwa Z; = {(&, 3)). Falls @ = 0 ist, konnen wir den Basisvektor skalieren und Z;
schreiben als Z; = ((0,1)). Dann enthélt Z, genau die Matrizen der Form

Eiumy, m+kim, \ [ m+kiem, ki 0 1 _ )
< ko koo, - Tpkao koy T 0 mit m, ki; € Ry.

In dem Fall, daf8 & # 0 ist, skalieren wir den Basisvektor derart, dafl wir & = 1
annehmen koénnen. Dann sind die Elemente von Z, von der Gestalt

<m+k117Tp mﬂ+k127rp><m+k1177p klz—kuﬁ)(l 5)

kglﬂ'p 1{32271"3 k217Tp k22 - kQIﬁ 0 Tp

Insgesamt gilt fiir Fall 1 also

0 1 1
Ip:Dp(wp 0) oder Ip:Dp<0 é),

wobei 3 modulo 7, eindeutig bestimmt ist.

Fall 2: dimZ; =2 und dim Z5, =0

Es ist dann
I, = b |a,b,c,d € R
P TpC  Tpd T Py

-1
Multipliziert man eine beliebige Matrix dieser Gestalt von links mit ((1) Tr*i ), so liegt

das Produkt wieder in Z,. Das kann aber nicht sein, da (é ”'il) nicht in der Linksord-

nung O, von Z, enthalten ist. Dieser Fall kann daher nicht auftreten.

Fall 3: dimZ; =2 und dimZ5 =1
Sei etwa Zo = {(7,9)). Wieder betrachten wir ¥ = 0 und 4 # 0 separat und denken
uns den Basisvektor geeignet skaliert. Im ersten Fall besteht Z, dann genau aus den
Matrizen der Form

a b )
< k2177p m—+ kizg?‘('p > mit a, b, kijam S Rp.

Im zweiten Fall haben die Elemente von Z, die Gestalt

a b - b—ad a 0 1
m+koim, moé+koomy )\ (ka2 — k210)my  m + ko 1 4/
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Fiir Fall 3 ergibt sich damit insgesamt:

Ip:Dp<é ?):Dp oder Ip:Dp<(1) (1;),

wo ¢ modulo 7, eindeutig bestimmt ist.

Es ist offensichtlich, dafl die vorangegangene Proposition ein gutes Werkzeug fiir die
Untersuchung der quasi-normalen Ideale liefert, denn deren Eigenschaften lassen sich nun
durch Lokalisieren direkt auf entsprechende Eigenschaften von Hauptidealen zuriickfiithren.
Bevor wir also die néchste Proposition beweisen koénnen, bietet es sich an, zunédchst einen
Blick auf Hauptideale zu werfen.

Lemma 2.5.3. SeiZ = 0;(Z)a = a0,(Z) mita € A* ein Hauptideal der Quaternionenalgebra
A. Dann gelten:

(i) I7' =atoy(Z) = 0,(T)a" 1.
(ii) IZT7' = 0)(Z) und T7'Z = 0,(Z).

(iii)) 1€ ZZ7t und 1 € T77.

Beweis. Der zweite Teil ergibt sich unmittelbar aus (), und da Ordnungen mit R insbeson-
dere auch das Element 1 enthalten, folgt sofort (iiz). Es bleibt, den ersten Teil zu verifizieren,
dies ist jedoch nicht mehr als eine triviale Rechnung. O

Wie angekiindigt konnen wir im Falle von quasi-normalen Idealen sofort eine dhnliche
Proposition beweisen, die im folgenden hiufig zur Anwendung kommen wird.

Proposition 2.5.4. Seien T und J quasi-normale Ideale der Quaternionenalgebra A. Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) 1€ZZ7 und 1 € T7'1.

(i) TT-' = 0)(Z) und T~ = 0,(Z).
(iii) Ist 0;(T) = 0,(Z), so ist 0,(ZT) = 0;(Z) und 0,(ZJ) = 0,.(T).
(iv) 0,(Z7Y) = 0,(T) und analog 0,(T7) = 0,(T).

Beweis. (i) Seip ein Primideal von R. Dann ist nach Proposition (2.5.2) die Lokalisierung
T, ein Hauptideal. Weiter gilt nach Lemma (2.5.3) also 1 € Z,(Z,) " und damit

le L)'= (@ h)y=21""

p<oo p<oo
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(ii) Die eine Inklusion haben wir bereits in Lemma (2.1.4) gesehen. Die andere Richtung
folgt nun aus Teil (¢), denn ist beispielsweise x € 0;(Z), so ist

z=z-lex -T2 CIT7 .

(iii) Offensichtlich gilt 0;(Z) C 0;(ZJ). Fiir die umgekehrte Inklusion betrachte man ein
x € 0;(ZJ). Es folgt dann mithilfe von (i) und (é4):

2 CaIJIT ' CIIT =To)(J) = To,.(T) C I,
also x € 0;(Z). Die Aussage fiir die Rechtsordnung beweist man analog.

(iv) Das folgt wegen 0,(Z~1) =Z-YZ1)~! =Z717 = 0,(Z) direkt aus Teil (ii).
O

Bemerkung. Obiges Lemma zeigt, daf§ fiir eine fest gewdhlte Eichler-Ordnung O die Menge
der gleichseitigen O-Ideale eine Gruppe bildet. Die Eichler-Ordnung 9 selbst iibernimmt
dabei die Rolle des neutralen Elementes und das Ideal Z=! ist — wie die Bezeichnung
bereits vermuten liel — tatséchlich zu Z invers. O

Korollar 2.5.5. SeiZ ein quasi-normales Ideal von A. Dann ist 0,(Z) eine Eichler-Ordnung
von derselben Stufe wie 0;(T).

Beweis. Abkiirzend bezeichne O die Linksordnung von Z. Sie ist eine Eichler-Ordnung von
gegebener Stufe (Di, Dy). Wieder betrachten wir die Lokalisierungen von Z und schreiben
an jeder Primstelle p

T, = Opay mit ay € Aj.

Dabei kénnen wir nach Korollar (2.1.7) fast alle a, = 1 wéhlen. Fiir das Hauptideal Z, kann
die Rechtsordnung nun direkt angegeben werden, sie erfiillt

0-(Zy) = a;leap fiir jedes p (2.13)

und unterscheidet sich somit nur an endlich vielen Stellen von ©,. Nach dem Lokal-Global-
Prinzip (2.1.8) gibt es ein globales Objekt O’, dessen Lokalisierungen genau die Gestalt (2.13)
haben. Es gilt O’ = 0,.(Z).

Da sich 0,.(Z) also lokal nur durch Konjugation von © unterscheidet, iibertragen sich
offensichtlich die Invarianten (D;, D2) direkt. O

Nachdem wir nun einige grundlegende Eigenschaften der quasi-normalen Ideale gesehen
haben, wollen wir uns ihrem Aussehen widmen. Wie bereits vermerkt, sind quasi-normale
Ideale lokal stets Hauptideale. Die erzeugenden Elemente lassen sich konkret angeben. Genau
wie beim Beweis iiber die Gestalt der lokalen Eichler-Ordnungen in Korollar (2.2.3) ist es
hier wieder hilfreich, wenn wir die auftretenden Elemente auf eine geeignete Normalform
zuriickfithren kénnen. Es reicht allerdings die Hermitesche Normalform aus Satz (2.2.2)
nicht aus, sondern wir brauchen noch ein weiteres Lemma.

_ R, R,
O = <7TpRp Rp)'

Lemma 2.5.6. Sei
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Fiir eine invertierbare Matriz v € O, existiert eine Matriz v € D;, so dafS das Produkt vx
von der Gestalt

VT = ( 783 :S mit 1,8 € Z, bmod m, reduziert (2.14)
P
oder wvx = ( sO+1 o > mit v, s € Z, d mod 7T;+1 reduziert (2.15)
Ty d

15t.

Beweis. Der Beweis ist rein technischer Natur und kann in dhnlicher Form auch bei M. Eich-
ler in [6, § 2] nachgelesen werden.

Sei
a b .
x—(ﬂpc d) mit a,b,c,d € Ry.

Fall 1: vy(a) < vp(c)
Man wéhle

B 1 0
v= Cﬂ.;*vp(a) _aﬂ.;vp(a) :

vp (

Wegen der Voraussetzung v, (a) < vy(c) hat Cﬂ;i @) Bewertung > 1 und —aﬂ';v‘“(a)

Bewertung 0. Damit liegt v tatsichlich in Oy, und es 148t sich

_(a b
=\ g

durch Linksmultiplikation mit einer Matrix der Form (“1 w

0 U2
gewihlten Einheiten uy,us € Ry und w € Ry, auf die Gestalt (2.14) bringen.

v — C’]Tp_vp () _aﬂp—”p (e)—1 .
0 1
Auch dieses v liegt in OF, und es ist
— 0 v
S\ mpe d )7
welches sich durch Multiplikation mit einer geeigneten Matrix (;:llw u02) € O* auf die
Gestalt (2.15) bringen 148t.

) € D* mit geeignet

Fall 2: v,(a) > vy(c)
Hier wahlen wir

O

Bemerkung. Dafl wir in obiger Situation anders als bei der Hermiteschen Normalform zwei
verschiedene Normalgestalten bekommen — von denen man iibrigens zeigen kann, daf} sie
niemals durch Linksmultiplikation mit einer Matrix aus O* ineinander {iberfithrt werden
konnen —, liegt daran, dafl die Matrix ((1) (1]) nicht in O* liegt. Somit konnten wir Fall 2
nicht einfach durch Vertauschen der Zeilen auf Fall 1 zuriickfiihren.
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Entsprechende Normalformen fiir Elemente aus Eichler-Ordnungen zu finden, deren Stufe
(D1, D2) nicht quadratfrei ist, wird noch einmal komplizierter. Man stellt ndmlich fest, daf
mehr als die zwei Félle von oben unterschieden werden miissen, wenn man beliebiges

B R, R, .
Dp_(w;Rp Rp) mit r > 1

zulafit. ]

Lemma 2.5.7. Fin gleichseitiges Op-Ideal I, von A, ist von der Form

I, = O} ) mit nrd(Z,) = p¥, wenn p| Dy,
0 1

I, = 9 ( ) mit nrd(Z,) =p*, wenn p| Do,
m, 0

I, = D,ﬂr{j mit nrd(Z,) = p?*, wenn p [D1Ds,

dabei ist m, ein Erzeuger des mazimalen Ideals p, T, € A, mit nrd(7,) = mp, und k € Z ist
abhingig von Z,.

Beweis. Jedes Dp-Ideal 7, ist von der Form Z, = O,a mit einem geeigneten a € Ay Es gibt
nach Lemma (2.1.4) ein Element 0 # s € Ry mit sZ, C O,. Kénnen wir die Behauptung
fiir das ganze Ideal sZ, beweisen, so folgt sie auch fiir Z, selbst, denn Multiplikation mit
st e R, bewirkt bei Idealen der behaupteten Gestalt hochstens eine Verminderung des
Exponenten k.

Wir nehmen daher an, dafl Z selbst bereits ein ganzes Ideal ist.

Sei zunichst p | D;j. Die Rechtsordnung 0,(Z,) = a 'Oya ist wieder eine Eichler-
Ordnung. Nun gibt es im Falle p | D1 nur genau eine Eichler-Ordnung, nimlich die einzig
existierende Maximalordnung. Also gilt bereits O, = a~'O,a, womit gezeigt ist, daf jedes
Ideal automatisch zweiseitig ist. In Lemma (1.1.10) wurde gezeigt, dafl die Uniformisierende
7p von A, Norm nrd(7,) = 7w, hat. Das Element a, das Z, erzeugt, schreiben wir in der
Form uﬁg mit u € D;, k € Z. Damit hat 7, die behauptete Gestalt, und seine Norm ist
durch

nrd(Z,) = nrd(O,p7)) = Rynrd(7y)* = Rymfy = p*

gegeben.

Fir p fD1Ds ist Ay, = My(K,) und O, = M>(R,). Es kann angenommen werden, daf3
das Element @ in Hermitescher Normalform (2.1) vorliegt. Ist Z, zweiseitig, so erfiillt a die
Gleichung a~! My (Rp)a = My(R,). Mit den Bezeichnungen

u v
w x

™ b .
a= ol mit b = 0 oder v, (b) <1 und y =

0 b ) € My(Ry)

gilt

k—1

atya— (4 wbry b V2w + by P (u — ) + o
Y wmy, wbr, '+ '

Durchliuft y ganz Ms(Ry), so durchlaufen die Produkte a~'ya genau dann ebenfalls den
gesamten Matrizenring, wenn k = [ und v, (b) > [ gilt. Letzteres impliziert sofort, dafl b = 0
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sein mufl. Also ist a eine Skalarmatrix und kann wie behauptet als a = 77)’; € R, angenommen
werden. Fiir die Norm ergibt sich sofort

nrd(Z,) = nrd(Op7k) = Rynrd(my)* = Ryn2k = p2*.

Es bleibt der Fall p | D,. Hier ist wieder A, = M5(K,), ohne Beschréinkung der All-
gemeinheit hat a aber diesmal die Normalgestalt (2.14) oder (2.15). Zuniichst betrachten
wir

0 nF . uoow
a:(ﬂéﬂ j) mit d =0 oder vy (d) < k und yZ(Trpw I)EDP.

Ahnlich wie oben gilt, daB

1 x—domy®  —dry "+ dry T @ — ) + wrp !
a "ya= l—k+1 o
vy, u + dvm,

genau dann ganz O, durchliuft, wenn k& = [ und auBerdem vy, (d) > k + 1 ist. Wieder folgt,
dafl d = 0 sein muf, und fiir a bedeutet dies

0 7zt 0 1 0 1\
a= ) =gk = )
71'{;"'1 0 P Tp 0 Tp 0

Liegt hingegen a in der Normalgestalt (2.14) vor, so betrachten wir stattdessen

a = a = k .
mp 0 Ty b

Die Matrix (ﬂop (1)) vertauscht mit Oy, also definiert mit a auch das Element o’ ein zweisei-

tiges Op-Ideal. Fiir o’ haben wir aber gerade gezeigt, daf es eine Potenz von (7?., é) ist, und
daher gilt dies auch fiir a. Da im Falle einer Matrixalgebra die Normabbildung gerade die

Determinantenfunktion ist, folgt

(ma(( s 3))) - =5

und die Behauptung ist gezeigt. O

Eine wichtige Konsequenz dieses Lemmas wollen wir in der néichsten Proposition fest-
halten.

Korollar 2.5.8. Sei O eine Eichler-Ordnung. Dann sind gleichseitige O-Ideale durch ihre
reduzierte Norm eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien Z, J zwei gleichseitige O-Ideale mit nrd(Z) = nrd(J) = n. Dann ist Z, ein
zweiseitiges Op-Ideal mit der Norm nrd(Z,) = (nrd(Z)), = n,. Nach Lemma (2.5.7) sind
dann aber die 7, fiir alle p eindeutig bestimmt, denn sie sind von der im Lemma angegebenen
Gestalt mit k = k, = v,(n), v, die p-adische Bewertung. Da dieselben Uberlegungen auch
auf J zutreffen, gilt also 7, = J, fiir alle p < co. Daraus folgt wie behauptet 7 = J. O
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2.6 Eindeutige Primidealzerlegung

Es wird spéter nttig werden, ein vorgegebenes ganzes O-Ideal Z in geeigneter Weise in ein
Produkt anderer Ideale zu zerlegen, deren Eigenschaften wie Norm und Verzweigungsverhal-
ten man besser kontrollieren kann. Ein unabdingbares Werkzeug hierbei wird die eindeutige
Primidealzerlegung sein, die jetzt untersucht werden soll.

Im wesentlichen lauten die folgenden Definitionen und Sétze iiber Ideale der Quaternio-
nenalgebra A genauso wie die entsprechenden Sitze im Fall eines Zahlkorpers, und auch
die Beweise unterscheiden sich nur geringfiigig. Der Vollstdndigkeit halber wollen wir trotz-
dem alle Aussagen noch einmal anfithren. Zu diesem Abschnitt sei auch auf das Buch von
M.-F. Vignéras [21, S. 22f] verwiesen.

Da wir in diesem Abschnitt fast ausschlieflich mit gleichseitigen Idealen zu tun haben
werden, wollen wir diese Eigenschaft — anders als bisher — nicht an jeder Stelle noch einmal
explizit erwihnen. Es sei aber daran erinnert, dafl die Bezeichnung ,,-Ideal“ ohnehin stets
die Gleichseitigkeit impliziert, so dafl keine Mifiverstindnisse entstehen sollten.

Die Stufe (D;, D2) aller Eichler-Ordnungen sei auch in diesem Abschnitt quadratfrei.

Definition 2.6.1. Unter einem O-Primideal von A verstehen wir ein von £ verschiedenes,
ganzes -Ideal P, das sich nicht in ein nichttriviales Produkt zweier ganzer O-Ideale zerlegen
1a8t. Mit anderen Worten: P ist ein Primideal, wenn fiir alle ganzen O-Ideale Z und J gilt

IJ CP = IZCP oder JCP.
Lemma 2.6.2. Die -Primideale von A sind genau die maximalen ganzen O-Ideale von A.

Bemerkung. Wie in diesem Zusammenhang iiblich bedeute es fiir ein ganzes Ideal P, ,,ma-
ximal“ zu sein, da es kein ganzes und von -verschiedenes 9-Ideal gibt, dafl P echt
enthélt. O

Beweis. Sei P ein O-Primideal. Wir nehmen an, Z wire ein ganzes OD-Ideal mit P CZ C O.
Da sowohl Z als auch P zweiseitige O-Ideale sind, gilt die Beziehung Z(Z-*P) C P, die
wegen der Primalitdt von P wiederum impliziert, daf§ wir

ICcP oder I~pcp

haben. Ersteres ist nicht moglich, da sonst bereits Z = P wére. Also ist Z7'P C P, was
bedeutet, da8 Z~! in der Linksordnung von P enthalten ist. Nach Proposition (2.5.4) folgt

O=7"'7COICT.

Es ist weiter nach Voraussetzung Z ein ganzes Ideal, also Z C O, und damit Z = O, was
einen Widerspruch darstellt.

Sei umgekehrt 7 ein maximales Ideal. Ist fiir zwei ganze O-Ideale J; und J> das Produkt
J1J2 in T enthalten, nicht aber 771, so muf} gezeigt werden, daf§ Jo C 7 gilt. Wegen J; € 7
ist das Ideal Z + 7, welches ebenfalls ein ganzes £-Ideal ist, echt grofler als Z und wegen
dessen Maximalitét also bereits ganz O. Es folgt

J2o=90T=CT+N") =TT+ N"hJ CIO+IT=1.

Also ist Z tatséchlich prim. O
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Eine Quaternionenalgebra A iiber einem Korper der Charakteristik # 2 ist wegen der
geltenden Relation ij = —ji fiir die Basiselemente i, j niemals kommutativ. Zunéchst muf
man daher davon ausgehen, dafl auch Ideale von A nicht miteinander kommutieren. Erfreu-
licherweise gilt aber das folgende Lemma.

Lemma 2.6.3. Sind P; und Py zwei O-Primideale, so gilt

PiPy = PyPy.

Beweis. Falls P; = Py ist, ist nichts zu zeigen. Andernfalls konnen wir wegen der Maxima-
litéit der Primideale aber bereits schlieflen, dal P; P, und Py € Py gelten muf.
Sei 7 := Py 1P, P;. Dies ist offensichtlich ein O-Ideal, und wegen Z C P Lop, = O ist
7 sogar ganz. Das Produkt P;Z liegt in dem Primideal Py. Wie bereits vermerkt, ist aber
P1 & P, also folgt T C Ps, was gleichbedeutend mit PPy C PP ist.
Mit vertauschten Rollen von P; und Ps folgt in analoger Weise die umgekehrte Inklusion.
O

Satz 2.6.4. Ein ganzes O-Ideal hat eine bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutige Zerle-
gung in O-Primideale.

Beweis. Sei also Z ein ganzes O-Ideal. Falls 7 bereits selbst maximal ist, ist es nach Lemma
(2.6.2) ein Primideal, und wir haben die triviale Zerlegung.
Andernfalls existiert ein weiteres ganzes O-Ideal J mit

ICJCo.

Wir betrachten das Ideal 7 ~'Z. Dieses ist offensichtlich ebenfalls gleichseitig, es ist wegen
J I C J7'J C O ganz und enthilt Z, denn

I=JJtnycoUutncrg'r

Wir haben also T zerlegt in das Produkt zweier ganzer O-Ideale J und J'Z, die echt
grofler sind als Z. Diese konnen wir nach derselben Methoden selbst wieder zerlegen und so
fort.

Das Verfahren wird nach einer gewissen Anzahl von Schritten abbrechen, denn O ist
als endlich erzeugter Modul iiber dem noetherschen Ring Ry selbst noethersch und jede
aufsteigende Kette von 9-Idealen, also D-Moduln, endet irgendwann bei einem maximalen
Element. Dieses ist nach Lemma (2.6.2) aber gerade ein Primideal, so da§ wir die gewiinschte
Zerlegung erhalten.

Es bleibt, die Eindeutigkeit zu beweisen. Sei also

I=P ... Pr=0Q1-...-Q, (2.16)

mit O-Primidealen P; und Q;. Da P; prim ist, muB es ein Q; geben, das in P; enthalten
ist. In Lemma (2.6.3) haben wir gesehen, dafl Primideale miteinander kommutieren, wir
konnen daher die Reihenfolge der Q; so éndern, da8 ohne Beschrankung der Allgemeinheit
angenommen werden kann, dafl @; C P; ist. Da nun Q; als Primideal maximal ist, folgt
bereits P; = Q;. Linksmultiplikation mit P; L eliminiert P; und Q; in (2.16), und induktiv
folgt die Behauptung. O
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Bemerkung. Die erste weitreichende Konsequenz aus der Primidealzerlegung ist, dafl al-
le ganzen -Ideale miteinander kommutieren, denn die entsprechende Eigenschaft der O-
Primideale tibertrigt sich natiirlich direkt. O

So wie man im Fall von Koérpererweiterungen das Verzweigungsverhalten von Primidea-
len untersucht, wollen wir uns auch in unserer Situation iiberlegen, wie sich Primideale
von K und solche von O zueinander verhalten. Folgendes Lemma zeigt, dafl das Verzwei-
gungsverhalten bereits durch die Stufe (Dy, D3) der Eichler-Ordnung O festgelegt ist und
insbesondere der Fall, daf} ein Primideal zerfillt, niemals auftreten kann.

Lemma 2.6.5. Sei P ein O-Primideal von A und p = PN R. Dann ist p ein Primideal von
K, und es gilt

_ PQa fCLllS p | D1 Dy _ p, fa:llS p | DD,
Op = { P, falls p /D1 Ds und nrd(P) = w2, falls p /DDy

Beweis. Daf3 p ein Primideal von K ist, rechnet man direkt nach.

Fiir die anderen Behauptungen iiberlegen wir uns zunéichst, dal p in O nicht zerfallen
kann. Denn wiire Op zerlegt, so miiBte wegen nrd(Op) = p? und der Multiplikativitiit der
Norm folgen, dafl

Op =P P mit  nrd(P1) =nrd(P2) =p

gilt, wo P; und Ps verschiedene O-Primideale sind. In Korollar (2.5.8) war aber gezeigt
worden, dafl O-Ideale durch ihre Norm eindeutig bestimmt sind. Wir hétten also einen
Widerspruch.

Wegen Op = O(PNR) C P ist also P tatséichlich das einzige iiber p liegende O-Primideal
von A. Wir lokalisieren nach p und erhalten wie iiblich die folgenden drei Fille.

Falls p | Dy, dann hatten wir bereits in Lemma (1.1.10) gesehen, daf3

Oy = (Dpﬁp)Q

fiir eine Uniformisierende 7, von O, gilt.
Falls p | Da, so ist

2
_ m 0\ 0 1
om0 )= (o5 0))
wobei O, (ﬂop é) nach Lemma (2.5.7) das einzige lokale Primideal ist.
Falls schliellich p fD;Ds, so ist ebenfalls nach Lemma (2.5.7) O,m, bereits selbst das
einzige Primideal.

Damit ist die Zerlegung von Dp bewiesen, und die Behauptung iiber die Normen folgt
unmittelbar. O

Wir fixieren wie frither einen imaginidrquadratischen Zwischenkérper L von A| K und
darin eine Ordnung O vom Fiihrer f(O).

Lemma 2.6.6. Seien zwei Eichler-Ordnungen O und O’ von A mit denselben Invarianten
(D1, Ds) gegeben, die
ONL=0=9'NL
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erfiillen. Weiter sei T ein Ideal von A mit Linksordnung O und Rechtsordnung O’. Dann
gibt es eine eindeutige Zerlegung
I=JB

mit einem invertierbaren O-Ideal B und einem gleichseitigen D-Ideal J, dessen reduzierte
Norm den beiden Bedingungen

(Z) nrd(j) | DlDQ,
(1) p|nrd(J) = p ist unverzweigt in L oder p | §(O)

geniigt.

Beweis. Nach Satz (2.3.10) gibt es ein invertierbares O-Ideal 2 mit O’ = A~1OA. Wir
betrachten anstelle von 7 das Ideal

I=7A",
das nach Konstruktion ein gleichseitiges 9-Ideal ist.

Wir kénnen uns auferdem auf den Fall beschriinken, daf 7 ein ganzes O-Ideal ist. Denn
andernfalls withlen wir gemi Lemma (2.1.4) ein Element s € Rx mit sZ C 9. Das Ideal s7
ist also ganz, und wenn wir seine Zerlegung s =JB gefunden haben, so ist I=J (s718)
diejenige von 7.

Fiir Z existiert also eine eindeutige Zerlegung

7= HP r; > 0 fiir alle i

(2

in O-Primideale P;. Wir wéhlen fiir ¢ = 1,..., s die naheliegende Bezeichnung p; = P; N Ri
und unterteilen der Ubersichtlichkeit halber die Primideale p;, die D1 D5 teilen, in folgende
Mengen

o U :={p|p teilt D1Dy, und es ist p unverzweigt in L oder p | f(O)},
o V:={p|p teilt DD, und es ist p verzweigt in L und p J§(O)}.

Die gesuchten Ideale J und B konstruieren wir nun wie folgt

J= ﬁ Pri mod 2. B — H H pz H B und B = B,

pel pi )(DlDQ pel pev
wo || die GauB-Klammer bezeichnet. Zusétzlich sei im verzweigten Falle 3; dasjenige Ideal
von L, fiir das Rpp; = P2 ist. o )
Wir miissen zeigen, dafl 78 = 7 oder dquivalent 7B = 7 gilt, dal B und damit auch
B ein invertierbares O-Ideal ist und dafl J die behaupteten Eigenschaften (¢) und (4¢) hat.

Letzteres ist wegen
nrd H p mod 2

PZEU

nach Lemma (2.6.5) direkt klar. Die anderen Behauptungen werden lokal bewiesen. Fiir die
Invertierbarkeit von B ziehen wir Satz (2.3.11) heran, wonach wir zeigen miissen, dafl B
lokal iiberall ein Hauptideal ist.
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Wir werden zunéchst die Lokalisierungen von B angeben. Sei P8 ein Primideal von L und
P ein O-Primideal mit p = PN Rx = PN Ri. Ist p ¢ {p1,...,ps}, so sind fp, Jp und %q}
trivial, und es ist nichts zu zeigen. Andernfalls, wenn also p = p; fiir ein ¢ € {1,..., s} ist,
schreiben wir abkiirzend r = r; fiir den Exponenten von p in der Primidealzerlegung von Z
und erhalten

Ompr = Osr,ﬂ';, falls p /i/DlD27
By =O0pB =1 Oppls] = ngrpL%J, falls p € U, (2.17)
OpP", falls p e V.

Unterscheiden wir die drei Félle.
Falls p fD; D, gilt wieder nach Lemma (2.6.5)

(TB)p = 0,B = (0p")p = (P")p = I,

Auflerdem ist nach (2.17) 9B lokal ein Hauptideal.
Analog ist im Fall p € U
(j%)p _ (Pr mod 2)p (DptéJ) _ (’PT mod 2)p (rpQL%J) — (Pr)p — j—p’

p p

und auch hier ist %‘ﬁ‘ ein Hauptideal.

Im verbleibenden Fall, p € V| ist entscheidend, dafl p den Fiihrer f(O) nicht teilt. Denn
damit ist Rpp = Ogp € Oy, was bei nichttrivialem Fiihrer nicht gewéhrleistet ware. Wir
konnen folgern, daf3

(OP?)p = Op (R p) = (Op)p = (P?)y
gilt und daher ~ R
(j%)p = (D‘B);S = (PT)p =1p.
Wegen Rpp = Og ist Ogp ein Dedekindring, und somit ist jedes Og-Ideal, insbesondere
%% ein Hauptideal.
Damit haben wir fiir alle Primideale verifiziert, daf3

(j%)p = jn

gilt und daf %q} ein Hauptideal ist. Es folgt daraus die Gleichheit Z = 7B sowie die
Tatsache, dafl B ein invertierbares O-Ideal ist.

Es bleibt, ein Wort zur Eindeutigkeit der Zerlegung zu sagen.

Betrachten wir erst Z und die Ideale 7 und 8. Die Primidealzerlegung von 7 ist eindeutig,
und jedes Primideal, das in Z aufgeht, muf} natiirlich J oder OB teilen. Die Bedingungen,
die im Lemma an die Norm von J gestellt werden, implizieren sofort, dafl 7 hdchstens die
Primideale P; mit p; € U enthalten kann und diese zu keiner héheren als zur erstens Potenz,
da DD, selbst quadratfrei ist.

Andererseits ist ein P; mit p; € U kein Ideal der Form OB mit B € J(O), wohl aber
P2 = Op;. Geht also P; in OB auf, so mul es notwendigerweise zu einer geraden Potenz
in OB enthalten sein. Das bedeutet, dal J mindestens Faktoren Pik mit £ = r; mod 2
enthalten mu$.

Insgesamt sind damit J und 99 eindeutig festgelegt. Die Eindeutigkeit von D9 iiber-
tragt sich auf das O-Ideal B, denn ist etwa fiir ein weiteres O-Ideal &

OB = O¢, d.h. O=9eB8 !
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so folgt
eB1CONL=0, also ¢ C B,

Analog erhalten wir % C €, und damit Gleichheit.

Zuletzt muB verifiziert werden, daB die Eindeutigkeit der Zerlegung nicht nur fiir Z,
sondern auch fiir das Ideal Z gilt, von dem wir urspriinglich ausgingen.

Zuniichst einmal hingt die Gestalt von 7 und insbesondere seine Primidealzerlegung

von der Wahl des Ideals 21 ab. Nehmen wir nun an, wir haben zwei Ideale 2l und € mit
O =A71OA = ¢~ 1OC, so daB wir Z schreiben konnen als

IT=7% ud ZI=7¢

mit zweiseitigen O-Idealen Z und Z’. Nach dem, was wir bisher gezeigt haben, erhalten wir
fiir beide Ideale jeweils eine eindeutige Zerlegung

I=J8B bzw. 7' =J%.
Wegen 7 = 7 = 7'C ist
JB =71¢ ! =1u¢! = 7BAC,
und aufgrund der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt
J'=J und B =BAcL

Egal, ob wir Z oder Z’ benutzen, um die Zerlegung von Z zu bestimmen, ergibt sich in jedem
Fall
I=JBA bzw. I=JB¢=7BAC'C=7TBA

Dies beendet den Beweis. O

Bemerkung. Die Aussage des Lemmas gilt insbesondere fiir ein gleichseitiges D-Ideal Z, da
in dieser Situation fiir jeden imaginidrquadratischen Zwischenkérper L von A| K mit der
zugehorigen Ordnung O = O N L die Voraussetzungen aus Satz (2.3.10) erfiillt sind. O

Lemma 2.6.7. Sei wie immer O eine Eichler-Ordnung mit den Invarianten (D1, Ds), L
ein imagindrquadratischer Zwischenkorper und O = O N L. Es sei weiter

t:=#{J | J ist ein zweiseitiges O-Ideal und geniigt (i) und (ii) aus Lemma (2.6.6)}

die Anzahl der zweiseitigen O-Ideale J, die in der Situation von Lemma (2.6.6) auftreten
konnen.
Dann gilt
t = E(p,,p,)(0).

Beweis. Wir hatten im Beweis des Lemmas gesehen, wie J aussehen mu$f:

J = H pr mod27

pev’
wobei U’ eine geeignete Teilmenge von

U ={p|p teilt D;Ds, und es ist p unverzweigt in L oder p | f(O)}.
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ist, und wieder p = P N Rx gelte.
Es folgt, dafl ¢t gerade der Anzahl der Teilmengen von U entspricht, dafl also

t = 9(#U)

ist.

Sei p ein Primideal mit p | D;. Wegen Korollar (1.4.10) zerfillt p in L nicht. Da nach
Konstruktion von O aulerdem E(p, p,)(O) # 0 ist, ist p kein Teiler des Fiihrers f(O). Ein
solches p trégt daher zu E(p, p,)(O) entweder den Faktor 1 oder 2 bei; den Faktor 2 genau
dann, wenn p in L unverzweigt ist und damit in U liegt.

Analog kann auch im Fall p | Dy geschlossen werden, daf p genau dann den Faktor 2 zu
E(p,,p,)(O) beitréigt, wenn p € U liegt, und den Faktor 1 andernfalls.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O



Kapitel 3

Die Klassenzahlformel

Im nun folgenden abschlieenden Kapitel werden wir endlich die Idealklassenzahl definieren,
deren Berechnung Ziel dieser Arbeit ist.

Ein wichtiges Resultat von Abschnitt 3.1 wird sein, daf fiir eine Eichler-Ordnung 9 die
Zahl der Idealklassen von O-Linksidealen nicht direkt von der Wahl der Ordnung £ abhéngt,
sondern nur von ihren Invarianten (Dq, Da).

Der gesamte Abschnitt 3.2 ist der Herleitung der Klassenzahlformel gewidmet, die von
M.-F. Vignéras in [20, Proposition 1.3] bewiesen wurde. Im wesentlichen geht es hierbei nur
noch darum, die Ergebnisse der ersten Kapitel geeignet zu kombinieren.

3.1 Idealklassen und Typen von Ordnungen

waohl das Hauptinteresse den Klassen von Idealen gilt, ist es zweckméBig, zundchst einen
Aquivalenzbegriff auf den Ordnungen der Quaternionenalgebra A zu definieren. Wir setzen
wieder voraus, daf} alle FEichler-Ordnungen von quadratfreier Stufe sind.

Definition 3.1.1. Seien O und £’ beliebige Ordnungen der Quaternionenalgebra A. Man
nennt O und O’ vom selben Typ, falls es ein a € A* gibt, so dafl

O =aDa"!

ist. Wir schreiben dann O ~ O’. Sind O und O’ sogar Eichler-Ordnungen der Stufe (Dy, D3),
so bezeichnet man mit

T(D17D2)

die Anzahl der auftretenden Aquivalenzklassen.

Bemerkung. A. K. Pizer hat sich mit der Typenzahl T{p, p,) beschéftigt und gibt in [18,
Theorem A und B] konkrete Formeln, wie sie zu berechnen ist. Fiir uns ist im Moment
nur wichtig, da8 T(p, p,) fiir beliebige Invarianten (D1, D2) immer eine endliche Zahl ist.
Wenn klar ist, um welche Invarianten es sich handelt, wollen wir diese Zahl schlicht mit T'
bezeichnen. O

Zwei Ordnungen sind genau dann vom selben Typ, wenn sie isomorph sind. Dies gilt,
da jeder Isomorphismus O — O’ einen Automorphismus A — A induziert und dieser nach

65
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dem folgenden bekannten Satz von Skolem-Noether bereits ein innerer Automorphismus sein
musB.

Satz 3.1.2 (Skolem-Noether). Seien A und B zwei endlichdimensionale K -Algebren, B
einfach, A sogar zentraleinfach, und seien f,g: B — A zwei K-Algebrenhomomorphismen.
Dann gibt es ein Element a € A* mit

f(z) = ag(x)a™" fir alle x € B.

Beweis. In einer leicht allgemeineren Version wird dieser Satz beispielsweise bei F. Lorenz
[13, § 29.6, Satz 20] bewiesen. O

Korollar 3.1.3. Jeder Automorphismus f einer Quaternionenalgebra A ist ein innerer
Automorphimus, das heifit von der Form

f:A— A z—azat fiir ein geeignetes a € A*.
Beweis. Man wende den Satz von Skolem-Noether auf B = A und g = id4 an. O

Korollar 3.1.4. Seien A eine Quaternionenalgebra iber K und L ein imagindrquadratischer
Zwischenkdorper. Dann setzt sich jeder K-Automorphismus f : L — L zu einem inneren
Automorphismus von A fort.

Beweis. Der Korper L ist insbesondere eine endlichdimensionale einfache K-Algebra. Sei
g : L — A die Inklusionsabbildung, dann gibt es wieder nach Skolem-Noether ein a € A*
mit

f(z) = aza™* fiir alle z € L.

Damit ist der innere Automorphismus A — A, z — aza~ ' die Fortsetzung von f auf ganz
A. O

Definition 3.1.5. Sei O eine beliebige Ordnung von A. Zwei O-Linksideale Z und J heifien
zur selben Klasse gehdorig, falls es ein a € A* gibt, so dafl
J =1Ta

ist. Wir schreiben dann 7 ~ 7.

Bemerkung. Es sei darauf hingewiesen, daf§ die Ordnung © in dieser Definition nicht not-
wendigerweise eine Eichler-Ordnung sein mufl. Wir werden allerdings im folgenden nach wie
vor ausschliefilich Eichler-Ordnungen betrachten. O

Lemma 3.1.6. Sei D eine Eichler-Ordnung von A, und seien T und J zwei O-Linksideale.
Dann haben wir die Aquivalenz

0.(Z) ~0,.(J) <<= J=71IBa mitac A" und einem gleichseitigen o,(Z)-Ideal B.
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Insbesondere gilt
I~T = 0.(2)~0.(J).

Beweis. Abkiirzend schreiben wir 9’ = 0,.(Z). Sei zunichst 0,.(J) = a~'O’a mit einem
Element a € A*. Das Ideal J it sich schreiben als J = Z(Z"'Ja"')a, und das dabei auf-
tretende Ideal Z=!Ja ™! ist tatséichlich ein zweiseitiges 9’-Ideal, denn mit den Rechenregeln
(#4¢) und (4v) aus Proposition (2.5.4) gilt

01(171‘7(171) = gl(Ifl) =
und  0,.(Z'Ja") = 0. (Ja') = a0 (T)at =9

Ist umgekehrt J von der angegebenen Form J = ZBa = IB(D’a), so gilt nach derselben
Proposition:

0.(J) =0.(0a) =a 'Oa.

Der Zusatz folgt direkt mit B = O'. O

Wir wollen untersuchen, in welchem Zusammenhang die Idealklassen verschiedener Ord-
nungen derselben Stufe (Dy, Ds) stehen.

Lemma 3.1.7. Sind O und O’ zwei Eichler-Ordnungen derselben Stufe (D1, D2), so stehen
die Idealklassen im Sinne von Definition (3.1.5) von O in Bijektion mit denen von O’.

Beweis. Wir werden die Bijektion zwischen den Idealklassen konkret angeben. Da © und
9’ von derselben Stufe sind, gilt fiir jedes Primideal p von K die Beziehung D; =a, leap
fiir ein geeignetes Element a, € Ay, dabei konnen wir nach Korollar (2.1.7) fast alle a, = 1
wéhlen.

Nach der Lokal-Global-Korrespondenz (2.1.8) wird durch

Jp = Opay fiir alle p

ein eindeutiges Ideal J von A bestimmmt. Offensichtlich ist 0;(J) = O und 0,.(J) = O'.
Damit ist nach Proposition (2.5.4) folgende Abbildung wohldefiniert:

{O’-Linksideale} — {©O-Linksideale}
7 — JI

Mit vertauschten Rollen von O und O’ erhalten wir die Umkehrabbildung. Es ist klar, daf
diese Abbildungen eine Bijektion auf den Idealklassen induzieren, denn offensichtlich ist mit
Z ~ 1" auch JI ~ JZ'. Damit ist alles gezeigt. O

Das Lemma bedeutet also, dal die Anzahl der Idealklassen nicht unmittelbar von der
Wahl der Eichler-Ordnung abhéngt, sondern fiir alle Eichler-Ordnungen mit denselben Inva-
rianten (D1, Do) identisch ist. Der Begriff der Klassenzahl H(p, p,), den wir jetzt einfiihren
wollen, ist demnach wohldefiniert.
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Definition 3.1.8. Unter der Klassenzahl
H (D1,D2)

einer Quaternionenalgebra A verstehen wir die Anzahl der Aquivalenzklassen von ©-Links-
idealen unter der in (3.1.5) definierten Relation, wobei © eine beliebige Eichler-Ordnung
von A mit den Invarianten (D, Do) ist.

Wenn Miflverstandnisse ausgeschlossen sind, schreiben wir auch einfach H anstelle von

H(D17D2)'

Bemerkung. Natiirlich kann man anstelle von 9-Linksidealen auch 9-Rechtsideale betrach-
ten und Idealklassen in analoger Weise durch die Relation

I~J — J =aZl fiireinac A* (3.1)

definieren. Die daraus resultierende Klassenzahl ist jedoch identisch mit derjenigen fiir die
O-Linksideale, denn die Abbildung

{O-Linksideale} — {O-Rechtsideale}
I - I

induziert eine Bijektion zwischen den Klassen von O-Linksidealen geméfl Definition (3.1.5)

einerseits und den Klassen von O-Rechtsidealen beziiglich der Relation (3.1) andererseits.
Es ist daher keine Einschrénkung, wenn wir uns nur mit Idealklassen von 9-Linksidealen

auseinandersetzen. O

Korollar 3.1.9. Seien O eine Fichler-Ordnung der Stufe (Di1,D2) und Ii,...,Zy ein
vollstandiges Reprisentantensystem der O-Linksideale. Dann sind in der Menge

{o-(Z1),...,0-(Zr)}

der zugehdrigen Rechtsordnungen samtliche Typen von Eichler-Ordnungen derselben Stufe
(D1, D3) wvertreten.

Beweis. Wir geben uns eine beliebige Eichler-Ordnung O’ mit Invarianten (D7, Ds) vor. Im
Beweis von Lemma (3.1.7) hatten wir ein Ideal J konstruiert mit

0(J)=90 und 0, (J)=0"

Da die Ideale 71, . ..,Zy ein vollstindiges Reprisentantensystem aller O-Linksideale bilden,
gibt es ein j € {1,...,H}, so daB J ~ Z; ist. Nach Lemma (3.1.6) gilt dann fiir die
Rechtsordnungen

' =0,(T) ~0,(Z) = Oj,

und die Aussage ist verifiziert. O

3.2 Herleitung der Klassenzahlformel

Um die Klassenzahlformel zu erhalten, die M.-F. Vignéras in ihrem Artikel [20] vorgestellt
hat, miissen wir im wesentlichen nur noch die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel



3.2. HERLEITUNG DER KLASSENZAHLFORMEL 69

zusammenfiigen. Zur Erinnerung seien noch einmal die friiher eingefiihrten Bezeichnungen
aufgelistet, die wir dazu bendtigen werden.

en=[K:Q] Korpergrad von K
o E(p,.py)(0) = p |1_£1 (1 - {%}) p |1‘£2(1 + {%}) (vel. Definition (2.3.6))
e J(O), P(O), Pic(O) = J(O)/p(o) invertierbare O-Ideale, O-Haupt-

ideale und Picardgruppe von O
(vgl. Definition (2.3.12))

o h(0) = #Pic(0) (vgl. Definition (2.3.12))
oe=[0%: Ri] (vgl. Satz (2.4.6))

o Yo :={0,|beD* b¢ K} (vgl. Lemma (2.4.7))

o 9o(0) := #{0' | 0= 0" = N Quot(0')} (vgl. Lemma (2.4.7))

AuBlerdem fiithren wir folgende Bezeichnungen neu ein:

e hi, (i, Dk Klassenzahl, Zetafunktion, Dis-
kriminante von K

o &x(Dy,D2) = [] (1=Np) [I (1+Np)
p| D1 p| D2

Satz 3.2.1 (Klassenzahlformel). Sei (D1, D2) quadratfrei. Fiir die Klassenzahl H(p, p.,)
einer positiv definiten Quaternionenalgebra A tber einem total reellen algebraischen Zahl-
korper K gilt

hi O (D1, Ds)
H(p, py = M=) 2D, D ZZ = Ep,.0)(OH(O0), (32)

dabei lduft die erste Summe dber alle imagindrquadratischen Erweiterungen L von K mit
e L =K(a) C K fiir einen fest gewdihlten algebraischen Abschlufl K,
e nrd(a) € R} und tr(a) € Rk.

Die zweite Summe lauft iber simtliche Ordnungen von L, die ein a mit obigen Eigenschaften
enthalten.

Beweis. Wenn 9 eine Eichler-Ordnung mit den Invarianten (D7, Dy) bezeichnet, so gilt es
also zu z#hlen, in wieviele verschiedene Klassen die £-Linksideale zerfallen.
Man wihle ein vollstdndiges Représentantensystem

T,.... In

der Idealklassen, und fiir jeden Représentanten Z; bezeichne ©; seine Rechtsordnung; diese
hat dieselben Invarianten (Dp, Ds). Da wir in Korollar (3.1.9) gesehen hatten, daff unter
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diesen Rechtsordnungen sdmtliche Typen von Eichler-Ordnungen der Stufe (Dq, D3) vertre-
ten sind, konnen wir uns die Reprisentanten Z1,...,Zy derart numeriert denken, daf} die
Rechtsordnungen

O1,...,07

bereits ein vollstdndiges Reprasentantensystem der Eichler-Ordnungen im Sinne von Defini-
tion (3.1.1) bilden. Wegen Lemma (3.1.6) ist die Aquivalenzklasse jeder dieser Rechtsordnun-
gen auch bei anderer Wahl der Repréisentanten 7; eindeutig festgelegt. Wir konnen daher die
Idealklassen reprisentantenunabhéingig nach dem Typ ihrer Rechtsordnung zusammenfassen
und nennen

H]:#{kE{l,,H}|DkNDJ} furjil,,T

die Anzahl der Idealklassen, deren Rechtsordnung vom selben Typ ist wie ©;. Fiir die
gesuchte Klassenzahl H gilt nun offensichtlich die Beziehung

H=> Hj. (3.3)

Wir bestimmen also die Anzahl H; derjenigen Idealklassen, die O als Links- und a9;a~!
mit geeignetem a € A* als Rechtsordnung haben. Nach Konstruktion ist Z; der Représentant
einer solchen Klasse, und nach Lemma (3.1.6) sind daher alle weiteren Ideale J mit dieser
Eigenschaft von der Form

J =I;Bc mitce A" und einem gleichseitigen O ;-Ideal B .

Nun sind zwei Ideale Z;B8¢ und Ijl’g’é genau dann dquivalent im Sinne von Definition
(3.1.5), wenn B und B es sind. Die eine Richtung dieser Aussage ist trivial, fiir die andere

Implikation iiberlege man sich, dafl wegen Ij_le = 0,(Z;) = O; = 0;(B) = 0;(B) aus
Z;jBcr = Ijlgé folgt, daf

B= Zj_l(Ichx)aflcfl = Béx e
gilt. Insgesamt haben wir also
H; = #{Idealklassen von zweiseitigen O ;-Idealen}.

Wir fixieren fiir ein j € {1,...,T} die Eichler-Ordnung ©; und wie iiblich einen ima-
gindrquadratischen Zwischenkdrper L iiber K sowie die Ordnung O = 9; N L von L.

In Lemma (2.6.6) hatten wir eine Zerlegung eines zweiseitigen ©;-Ideals Z in ein Pro-
dukt zweier Ideale J und 9B angegeben. Es wird sich als zweckméflig erweisen, wenn wir
diese Zerlegung verwenden, um die Zahlen H; zu ermitteln. Zum einen hatten wir bereits
festgestellt, daf sich die Anzahl der moglichen Faktoren J konkret durch E(p, p,)(O) an-
geben laBt. Zum anderen hoffen wir die Klassen der auftretenden O-Ideale ‘B mithilfe der
Picardgruppe Pic(O) beschreiben zu kénnen.

Die folgenden Lemmata werden hilfreich sein.

Lemma 3.2.2. Sei L wie immer ein tmagindrquadratischer Zwischenkdrper dber K und O
die durch O = O; N L bestimmte Ordnung in demselben. Dann gibt es ein Element ag € A*,
so dafs

Fiz(0) :={a € A* |aOa™' = 0} = L* UagL*

1st. Die Vereinigung st disjunkt.
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Beweis. Um die Behauptung einzusehen, betrachten wir zu einem beliebigen a € A* den
inneren Automorphismus

Ya:A— A, T azxa '

Ist a € Fiz(0O), dann bildet ¢, die Ordnung O auf sich selbst ab, und daher ist die Ein-
schrinkung .|, von ¢, auf L = Quot(O) ein K-Automorphismus von L. Es liegt also
0o € Gal(L | K) = {idg, 7}. Ist umgekehrt a € A*, so dal ¢,|r ein Galois-Automorphismus
von L|K ist, so ist in jedem Fall p,|L(0) = O, wie wir im Beweis von Lemma (2.4.1)
gesehen hatten. Es gilt also

Fiz(O)={a € A" | ¢, € Gal(L | K)}.

Tatséichlich kommen auch beide Félle ¢,|;, = idy und ¢.|r, = 7 vor, denn nach Korol-
lar (3.1.4) zum Satz von Skolem-Noether gibt es zu jedem K-Automorphismus f von L einen
inneren Automorphismus von A, der f fortsetzt. Wir wihlen ein ag € A* mit ¢, | = 7.
Dann ist

apragt =i fiir alle z € L. (3.4)

Weiter gilt fiir beliebiges a € Fiz(O)
a lza, falls .| = idp, .
e { a'za = (agla)'z(agta), falls p,lp =T fiir alle € L.

Mit anderen Worten: Die Elemente a bzw. ay 'a kommutieren elementweise mit L. Da aber
L bereits ein maximaler kommutativer Teilkorper von A ist, haben wir fiir jedes a € A*

acL” oder agta € L*.

Die beiden Fille schlieflen sich gegenseitig aus, da andernfalls auch ag in L* liegen miifite,
was wegen (3.4) nicht sein kann. Damit gilt Fiz(O) C L* UagL*.

Ist umgekehrt @ € L* U agL*, so ist aOa~' = O, da Elemente aus L* natiirlich mit O
vertauschen und ag so gewéahlt war, dal es ebenfalls O in sich selbst iiberfiihrt.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Lemma 3.2.3. Seien wieder O = O; N L, Fiz(O) wie im vorigen Lemma und
S(0):={a€ A" |a'D;anL = 0}.

Dann ist Fiz(O) eine Gruppe, die durch Rechtsmultiplikation auf S(O) operiert, und g, (O)
ist die Anzahl der auftretenden Bahnen.

Beweis. Dall Fiz(O) eine Gruppe ist, bedarf keines weiteren Kommentares.
Seien a € S(O) und x € Fiz(0). Wegen z~'Ox = O ist O sowohl eine Ordnung von
L als auch von 7' Lz. Diese Quotientenkérper miissen notwendigerweise iibereinstimmen,
und es folgt
(ax) *'Oj(ax)NL=2"(a 'Ojan L)z =270z = O,

wonach az € S(O) ist. Also operiert Fia(O) von rechts auf S(O).
Per definitionem ist

90,(0) =#{0" | 0" = O; N L' fiir einen Kérper L', und O' = O}.
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Wir wollen diese Menge anders beschreiben. Sei dazu O’ ein Element dieser Menge. Die
Isomorphie O’ 2 O setzt sich zu einer Isomorphie der Quotientenkérper fort, also L' = L.
Nach Korollar (3.1.4) aus dem Satz von Skolem-Noether ist daher L’ = aLa™! mit einem
a € A*. Wir kénnen also O’ = O; NaLa™" schreiben und erhalten auBerdem

O=a'0a=a"'DjanL.

Ist umgekehrt eine Ordnung O’ = O; NaLa™' mit einem solchen a € A* gegeben, daf
a™19jaN L = O erfiillt ist, so folgt O’ = a(a™'D;aN L)a™t = aOa~! = O. Damit ist

{0 0" =9D;NL fiir einen Korper L', und O’ 2 0} = {D;NaLla™ ' |a 'Ojan L = O},
also

90,(0) = #{O;nala ' |a 'DjanL =0}
= #{D;Nala™'|a€ S0O)}.

Die Behauptung des Lemmas ist bewiesen, sobald wir fiir a,b € S(O) die Aquivalenz
O;Nala™ ' =9;NbLL™' = beaFiz(0)

gezeigt haben. Es gelte also die linke Seite. Das bedeutet, O; NaLa~"! ist eine Ordnung sowohl
von aLa~! als auch von bLb~ !, so da diese Korper iibereinstimmen miissen. Genauer haben
wir

O;Nala™ =9O;NbLb™? = aLa™t =bLb™*
— aOa™! = bOb~ !
= a™'b € Fiz(0),
womit das Lemma bewiesen ist. O

Lemma 3.2.4. Seien wieder L ein imagindrquadratischer Zwischenkorper und O eine Ord-
nung in demselben. Weiter sei O eine beliebige Fichler-Ordnung der Stufe (Dy,Dy) mit
DN L=0. Dann sind die Zahlen

hj = #{B € Pic(O) | 0,(9B) ~ O,} firj=1,...,T
unabhingig von der Wahl von O, und es gilt

> hj =h(0). (3.5)

j=1

Beweis. Zunéchst einmal ist klar, dafl
M;(D) := {B € Pic(O) | 0,(OB) ~ O,}

eine wohldefinierte Menge ist, denn wenn man B um ein O-Hauptideal abédndert, &ndert
sich der Typ der Rechtsordnung o,.(O9) nicht.

Auch die Aussage (3.5) ist klar. Zu zeigen ist nur die behauptete Unabhéngigkeit der
Definition von der Wahl der Ordnung 9.
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Wir betrachten also zwei Ordnungen O und O’ mit der Eigenschaft O N L = O und
O’ N L = 0. Nach Satz (2.3.10) gibt es dann ein Ideal 2 € J(O) mit

O =A'OA
Wir benutzen dieses Ideal, um eine Abbildung
v : J(0) — J(O), B - BA!

zu definieren. Diese ist offensichtlich wohldefiniert und bijektiv. Ferner induziert ¢ auf ka-
nonische Weise auch eine Bijektion ¢ : Pic(O) — Pic(O), denn wie man wegen der Kom-
mutativitdt von L leicht einsieht, ist

B=Ca mitaecL* — BA'=¢A"'a mitae L.

Gezeigt werden muf, daf8 ¢ die Menge M;(9) auf M;(O’) abbildet. Dies erhilt man jedoch
leicht aus folgender Rechnung. Sei B € M;(9O), also 0,(O%B) ~ O;. Dann gilt

0,(O'BAY = ABO'BAT!
= B'OB (da 2 und B kommutieren)
OT(D%) ~ D]‘,
also ist ¢(B) = BA-L € M;(O’) und damit p(M; (D)) C M;(O’). Die umgekehrte Inklusion
M;(9O') C ¢(M;(9)) folgt ganz analog.
Insgesamt ergibt sich also

#M;(D) = #M;(D7),
und die Behauptung ist gezeigt. O

Lemma 3.2.5. In der Situation von Lemma (3.2.2) gilt fiir die oben definierten Klassen-
zahlen H; von zweiseitigen O ;j-Idealen

H = h; E(Dl,Dz)(O) €j
J 2g; [O* : Ry,]

mit e; = [OF : Ri|, gj = g9o,(0) und h; wie in Lemma (3.2.4).

Beweis. Die Menge aller zweiseitigen O ;-Ideale J, die den Bedingungen
(1) nrd(j) | D]_DQ,
(ii) p|nrd(J) = p ist unverzweigt in L oder p | §(O)

geniigen, bezeichnen wir voriibergehend mit J. In Lemma (2.6.7) hatten wir gesehen, daf3
#J = E(Dl,Dz)(O) ist.

Weiter seien B1,...,B,, € J(O) ein vollstandiges Représentantensystem der Idealklas-
sen B in Pic(O) — also modulo L*, nicht modulo A* —, fiir die zusétzlich 0,(D;B) ~ O;
ist. Wir setzen

X = {j%i |Jed ie {1,...,hj}}
Nach Konstruktion ist die Menge X endlich. Ihre Méchtigkeit ist wegen der Eindeutigkeit
der Zerlegung 7B, die wir in Lemma (2.6.6) gesehen hatten, genau

#X = hj E(DlyDz)(O)'
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Sei nun Z ein beliebiges zweiseitiges O;-Ideal. Es 148t sich als
I=J% mit J € J und B € J(O)

schreiben. Ein Vergleich der Rechtsordnungen liefert zusétzlich 0,(9;%B) = 0,.(Z) = O;.
Nach Konstruktion der Représentanten B, ...,B; gibt es ein x € L*, so dal B = B,z
ist. Es folgt
IT=JB~TB,;cX.

Mit anderen Worten: Jede Idealklasse von zweiseitigen O ;-Idealen ist auch unter den Klassen
der Ideale aus X vertreten.

Umgekehrt gibt es aber auch zu jedem Ideal JB; € X ein zweiseitiges O ;-Ideal Z mit
JB; ~ I. Ist ndmlich etwa 0,(9;B;) = b~'O;b mit einem b € A*, so setze T = JB;b L.
Insgesamt ergibt sich daher

H; =# ({zweiseitige Dj—Ideale}/”Nu) =# (X/”N«) (3.6)

Sei von jetzt an 7 ein fest gewéhltes zweiseitiges O ;-Ideal. In Hinblick auf (3.6) werden
wir zunéchst

#{Zae X |aec A"}

bestimmen. Ist X 3 JB; = Za mit a € A*, dann stimmen auch die Rechtsordnungen beider
Ideale {iberein, also 0,(9;%8B;) = a~'9O;a. Wir wenden Teil (i) von Satz (2.3.10) an und
erhalten a='9D;a N L = O, also gilt notwendigerweise schon a € S(O), und damit

#{Tae X |acA'y=#{Tac X |ac S(0)}.

Auf S(O) operiert die Gruppe L* durch Rechtsmultiplikation; denn ist @ € S(O) und
x € L*, so ist ganz offensichtlich

(‘m)_lgj(ax) NnL= x_l(a_lgg‘a NL)x= z 10z = 0,

also ax € S(0O). Die Anzahl der Bahnen ist wegen der in Lemma (3.2.2) gezeigten Zerlegung
Fiz(0O) = L* UagL* gleich

#(50)/1) =2 #(500) [ Fiz(0) ) = 29

Da die ®B; als Reprisentantensystem modulo L* gewéhlt waren, ist klar, daf} es in jeder
der auftretenden Bahnen nur genau ein Element a geben kann, fiir das Za in X liegt. Sei
ai,...,a,; € S(0) ein Repriasentantensystem von S(O)/L*. Wir haben dann

#{Tac X |ac A} =#{Ta,..., Tas,,}.

Allgemein stimmen zwei Ideale Za und Zb mit Elementen a,b € A* genau dann iiberein,
wenn ab~! € 0,.(Z)* ist, wenn also a € O7b gilt. Nun operiert die Gruppe O} durch Links-
multiplikation auf der Menge {a1L",... az,; L*}. Denn ist y € O7, so ist mit a; € S(O)
auch ya; € S(O), wie man leicht verifiziert, also ist (ya;)L* eine der Bahnen von S(O)/L*.

Wir haben daher

#{Tac X |ac A} =# (D;\S<O)/L*) .
Der Stabilisator von einem a; L* unter der Operation von D; ist

lye O] |ya;l" =a;L"} ={y € O} |y € a;L*a;'} = a;0%a; "
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Damit ist seine Bahnlénge [O7 : a;0*a;'] = (D7 : O*], und diese Lénge ist unabhéngig von
a;. Es folgt, dal S(O)/L* unter Linksmultiplikation mit D% in gleichgrofie Doppelneben-
klassen zerfallt, deren Anzahl genau

2g,
# (D*’ \5(0) /L*) = o
J (D% : O]
ist.
Diese Anzahl wiederum ist unabhingig von dem eingangs gewihlten Ideal Z und wird
fiir alle zweiseitigen O ;-Ideale dieselbe sein. Fiir die Klassenzahl H; ergibt sich daher unter
Beriicksichtigung von (3.6)

#X
#(03\ S(0) /L*)

hj E(Dl,D2)(O) €j
29, (0" : R3]

H; =

wie behauptet. O

Wenn wir von der Beziehung (3.3) Gebrauch machen wollen und die H; aufsummieren,
um H zu erhalten, stehen wir zun#chst vor dem Problem, dafl wir die Typenzahl T der
Ordnungen nicht kennen. Dennoch werden wir in der Lage sein, das unbekannte 7" aus der
Gleichung zu eliminieren, indem wir folgende Formel von M. Eichler verwenden.

Satz 3.2.6. Es gilt

T . 3/2
S = BRI e 1) TT e+ 1)
j=1 p| D1 p| D2

hi Cx(—1)

= >~ [ a-np) J] a+Np), (3.7)

2n71
p | D1 p | D2

dabei verwenden wir die zu Beginn des Abschnitts angegebenen Bezeichnungen und zusdtzlich
ej = [OF : Ri].

Beweis. Den Beweis der ersten Gleichheit findet man bei M. Eichler in [6, § 4].

Um dieses Ergebnis in den etwas weniger komplizierten zweiten Ausdruck umzuformen,
verwendet man die fiir Dedekindsche Zeta-Funktionen bekannte Funktionalgleichung. Diese
ist beispielsweise bei J. Neukirch in [14, § VIL.5, Korollar (5.11)] nachzulesen und lautet fiir
die hier interessierenden Argumente —1 und 2 wie folgt

1

(-1 = D] (D" = k(@)
— Manl(il)n

(27’[’)2”

Man beachte dabei, dafl K ein total reeller Zahlkorper ist und daher seine Diskriminante
Dy als Quadrat der Determinante einer reellen Matrix nicht negativ sein kann.
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Der scheinbar noch stérende Faktor (—1)™ verschwindet, denn wir multiplizieren in (3.7)
fiir p | Dy nicht mehr iiber Terme der Form (Np — 1), sondern iiber (1 — Np). Dies liefert
fiir jedes solche p einen weiteren Faktor (—1), und da nach Satz (1.4.1)

n={p|p teilt D;} mod 2

gilt, heben sich die Vorzeichen insgesamt auf. O

Die Gleichungen (3.3) und (3.7) sowie Lemma (2.4.7) setzen sich nun wie folgt zusammen

T
H = ZH]»
Jj=1

<.

T
- Ze— 1+ Y g;([0": Rie] - 1)

j=1 oc€Y;
h ‘R
_ Ml gy py+ Yy Y (0B Z Y
j=1 0€Y; €
h (O) ([O*: R3] -1
_ Kgfl((l )(I)K D17D2 +Z Z D1,D2) O)([‘R*] K] )
j=1 O€Y;

Zuletzt miissen wir uns iiberlegen, dafl wir in dieser Gleichung die Summation geeignet
vertauschen kénnen, um zu der Doppelsumme in der Behauptung des Satzes zu gelangen.

Es ist aber klar, dafl es keinen Unterschied macht, ob man zuerst iiber alle Eichler-
Ordnungen 9; summiert und fiir jede sémtliche Ordnungen betrachtet, die durch Herunter-
schneiden von 9; auf geeignete Zwischenkorper entstehen, oder ob man andererseits zuerst
alle diese Zwischenkorper und sémtliche in ihnen enthaltenen Ordnungen O durchlduft und
dann fiir jede dieser Ordnungen all diejenigen ©; betrachtet, die iiber ihr liegen.

Mit anderen Worten: Wir haben

hiCr (=1

H = 2o )@K(Dl, D,)

T
J ,D2) :
MDDV 200" : i) ' (3:8)

0~0’ mit
O'=9;NQuot(0")

Dabei laufen die mit ,,L“ bzw. mit ,O“ gekennzeichneten Summen gerade iiber alle ima-
gindrquadratischen Korpererweiterungen L von K mit

e L = K(a) C K fiir einen fest gewiihlten algebraischen Abschluf K,
e nrd(a) € R}, und tr(a) € Rk,

bzw. iiber sdmtliche Ordnungen von L, die ein a mit obigen Eigenschaften enthalten.
Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.2.7. Seien O; € {O1,...,07r} eine Eichler-Ordnung und L eine imagindrqua-
dratische Kérpererweiterung von K, nicht notwendig L C A. Dann gilt fiir eine Ordnung O
von L

Es gibt eine Ordnung O innerhalb von A

mit O = O und O" = O; N Quot(O’) < Bp,p)(0)#0 und h; #0.
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Beweis. Die Implikation von links nach rechts ist klar. Denn dafl E(p, p,)(O) # 0 ist, ist
gerade die Aussage von Korollar (2.3.9), und daf8 h; # 0 ist, folgt, weil B := 1 in der Menge
M;(9;) aus dem Beweis von Lemma (3.2.4) enthalten ist.

Nehmen wir umgekehrt an, da8 E(p, p,)(O) # 0 sowie h; # 0 ist. Wieder nach Korol-
lar (2.3.9) folgt die Existenz einer zu O isomorphen Ordnung O’ in A und einer Eichler-
Ordnung O mit

onL =0,

wo L' = Quot(0’) sei.

Da also O iiber O’ liegt gibt es wegen h; # 0 ein B € J(O’) mit 0,(OB) ~ O;, also
etwa 0,(OB) = a~'O;a mit einem a € A*. Satz (2.3.10) besagt, daB mit O auch o,(OB)
iiber O’ liegen muf, also

a'Djanl =0

Damit haben wir
O;Nal’a™' =a0'a™' =0 =0,

und aO’a~! ist die Ordnung, die es zu konstruieren galt. O
Das Lemma besagt also, daf in (3.8) in der innersten Summe die Zusatzbedingung, dafl

9, iiber O’ =2 O liegen soll, nicht nétig ist, da andernfalls der Summand ohnehin den Wert 0
hat. Dies beriicksichtigend haben wir also schliellich

h L Ep,.p,)(0) (0" : Ry -1
H = K§§(1 )(I)K (D1, Do) +ZZJZ (E.L2) [O( R = )

_ hKCK( )(I)K Dl,DQ +ZZ( ) h(O)E(D1,D2)(O)

in

]

Dies ist genau die Formel fiir die Klassenzahl H = H(p, p,), die zu zeigen war, und der
Beweis ist damit beendet. O






Anhang A

Klassenzahlen fiir verschiedene
Grundkorper

Zum Abschlufl dieser Arbeit sollen einige Ergebnisse angegeben werden, die durch die Imple-
mentierung der Klassenzahlformel aus Kapitel 3 erzielt werden konnten. Alle Berechnungen
wurden mithilfe von PARI, Version 2.1.0, durchgefiihrt. Nihere Informationen zu PARI/GP
findet man in [17]. Beschreibungen der meisten dort implementierten Algorithmen stehen
bei H. Cohen [1] und [2].

A.1 Ein ausfiihrliches Beispiel

Wir beginnen mit einem Beispiel. Anhand von
K= Q[t]/(tQ —5) und (D1,D2) = (1,1)

soll kurz veranschaulicht werden, wie die Berechnungen vorgenommen wurden.

Wir haben fiir K die Daten
1
Di =5, hi =1, Regy ~ 0481211825, (x(-1) = 55

fiir Diskriminante, Klassenzahl, Regulator und Zetafunktion an der Stelle —1. Diese Daten
konnen direkt mithilfe von PARI bestimmt werden.
Die Summe in der Klassenzahlformel lduft iiber Korpererweiterungen L | K der Form

tr(a) € Rk, nrd(a) € R,

= Kz 2 mi
L=kl }/(x — tr(a)z + nrd(a)) ! { o(4tr(a) —nrd(a)) < 0 fiir alle 0 : K — R.

Nach Lemma (1.3.8) sind dies endlich viele, und mit dem Verfahren, das in der dem Lemma
folgenden Bemerkung beschrieben ist, wurden diese Erweiterungen ermittelt; es sind

L, = Klz (x +1) = @[x]/(x4+3x2+1)7
L, = / x+1) = Q[x]/(x4—x3+x2—x—|—1)7
Ly = /(J: —I—x—l—l = Q[x]/(ﬂc4—x3+2x2+x—|—l)-
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Die Klassenzahlen hy,, die Zahlen #W7,, der Einheitswurzeln und die Einheitenindizes

Qr,, die mithilfe der Regulatoren geméf Proposition (2.4.5) ermittelt wurden, sind in den
drei Fillen

hL1 = 17 hL2 = 17 th = 17
#Wr, = 4, #Wr, = 10, #Wr, =6,
Qr, = 1, Qr, = 1, Qr, = 1.

In L; hat die Ordnung Rp[i] mit einer Nullstelle i des Polynoms 22 + 1 bereits den
Fiihrer 1, also liegen keine Ordnungen echt oberhalb von R [i]. Entsprechendes gilt fiir die
beiden anderen Koérper Ly und Lz. In Proposition (2.4.4) hatten wir gesehen, dafl

1
[RL, : Rk] = §QL1-#WL1~ fiir alle i =1,2,3

gilt.
Die Klassenzahl H(; 1y setzt sich also aus folgenden vier Summanden zusammen:

hi (1) @x(L1) 1.1 1
2n-1 2 60’
(R}, : Rl —1 2-1 1
2[R}, « R] (R, 2.2 4’
(R}, : Ri]—1 5—-1 2
Sl K B y(Rohi, = ——-1.1 = =,
2[R} : Ry] (. (fira)he, 2.5 5
[R;, : Ry] —1 3-1 1
Sle K po(Rp)h, = ——-1-1 = -
2[R}, : Ry . (BLo)hig 2.3 3
Also ergibt sich
1 1 2 1
Hin=—+-+-+-=1.
=g titsts

O

Fiir jeden Koérper K, den wir im folgenden untersuchen, sind zwei Tabellen angegeben.
Die erste listet Eigenschaften derjenigen imaginiirquadratischen Erweiterungen L, | K auf,
die wir fiir die Berechnung der Klassenzahl benttigen. Diese Tabelle ist wie folgt zu lesen:

1. Spalte: Hier stehen die quadratischen Korpererweiterungen L; von K, die von einem
Element a € A mit nrd(a) € R} und tr(a) € Rx erzeugt werden. Sie wurden geméf
Lemma (1.3.8) und der nachfolgenden Bemerkung ermittelt. Angegeben ist jeweils ein
Polynom f, das L; iiber Q erzeugt, also L; = Q[z]/(f(z)).

2.—4. Spalte: Sie enthalten in dieser Reihenfolge die Klassenzahl, eine Approximation des
Regulators und die Anzahl der Einheitswurzeln von dem jeweiligen Korper L;.

5. Spalte: Diese Spalte gibt den in Definition (2.4.3) definierten Einheitenindex von Ry,
an. Die Berechnung erfolgte nach Proposition (2.4.5).

6. Spalte: Zu jedem Korper L; werden hier die Fiihrer der gemifi Lemma (2.3.4) zu be-
trachtenden Ordnungen aufgelistet.
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Die zweite Tabelle, die zu jedem K angegeben ist, enthélt eine Auswahl von Idealklassen-
zahlen Hp, p,). Fir D1 und Dy wurden sémtliche ganzen Ideale von K beriicksichtigt, die
teilerfremd sowie quadratfrei sind und deren Norm unterhalb einer gewissen Schranke liegt.
Diese Schranken sind von Fall zu Fall leicht unterschiedlich gew&hlt und jeweils angegeben.

Auflerdem durchlauft D; geméf Satz (1.4.1) nur quadratfreie ganze Ideale des jeweili-
gen Grundkorpers K, bei denen die Anzahl ihrer Primteiler dieselbe Paritéit hat wie der
Korpergrad [K : Q).

Primideale von K, die iiber einer Primzahl p von Z liegen, sind mit p,, g, tp, . . . bezeich-
net. Es kommt oft vor, dafl Primideale von K, die iiber der gleichen Primzahl p liegen, in
einer Erweiterung L; dasselbe Verzweigungsverhalten aufweisen. Die Klassenzahl H(p, p,)
andert sich aber nicht, wenn ein Teiler p, von D; (oder Ds) etwa durch ein g, ersetzt wird,
das iiber derselben Primzahl liegt wie p,, in allen L; dasselbe Verzweigungsverhalten hat
und genau dann den Fiithrer f(O) der vorkommenden Ordnungen teilt, wenn p, es tut. In
solchen Fillen ist aus Griinden der Platzersparnis von den Primidealen g, und p, jeweils
nur eines in die Tabelle aufgenommen.

Vereinbarung A.1.1. In den nachfolgenden Tabellen stehen p,,qp,. .. fiir eine beliebige
Permutation der iiber der Primzahl p liegenden Primideale von K, sofern alle diese Ideale
in den Erweiterungen L; dasselbe Verzweigungsverhalten haben und somit zu derselben
Klassenzahl fiihren.

MuB zwischen den Idealen p,,qp, ... unterschieden werden, weil obige Voraussetzungen
nicht gegeben sind, wird dies jeweils zu Beginn der betreffenden Tabelle explizit angegeben.

In einigen Situationen konnte die Klassenzahl H(p, p,) nicht ermittelt werden. Das war
immer dann der Fall, wenn in einer Erweiterung L | K fiir eine Ordnung O mit Fiihrer
f(O) # 1 der Index [O* : R} zu berechnen war. Die Beziehung

0"+ Bi] = ZQIO1#W(0)

aus Proposition (2.4.4) fiithrt zwar fiir O = Ry, zu einem Ergebnis; fiir eine beliebige Ordnung
O, von der wir keine Basis aus Fundamentaleinheiten kennen, ist die Berechnung von Q(O)
mit den in dieser Arbeit erérterten Methoden jedoch nicht moéglich. Aus obiger Gleichung
ist lediglich eine gewisse Abschétzung fiir [O* : R}] zu erhalten.

Unter Umsténden ist die Berechnung von [O* : R%] aber gar nicht nétig. Wenn némlich
die Invarianten (D;,D3) und der Fiihrer f(O) die Eigenschaft haben, daf§ der von ihnen
abhéngige Wert E(p, p,)(O) = 0 ist, wird in der Formel fiir H(p, p,) der gesamte Summand
fiir O annulliert. Dann konnte trotz unbekanntem [O* : R}] ein Ergebnis erzielt werden.

Wann immer die Klassenzahl H(p, p,) nicht berechnet werden konnte, ist dies in den
Tabellen durch ,,...“ gekennzeichnet. Weitere theoretische Resultate und praktische Imple-
mentierungen sind notig, um auch diese Liicken zu schlieflen.

A.2 Der Korper der rationalen Zahlen

Fiir den Grundkérper K = Q hat A. K. Pizer in [18, § 16] bereits eine ausfiihrliche Tabelle
von Klassenzahlen veroffentlicht. Enthalten sind alle méglichen Invarianten (D, D) mit
DDy quadratfrei und DyDy; < 210. Seine Ergebnisse konnten verifiziert werden, einzige
Ausnahme ist der Fall (D1, Ds) = (5,23); dort sollte es H s 23) = 8 anstelle von = 10 heifien.
M.-F. Vignéras hatte in [20] auf diesen Fehler bereits aufmerksam gemacht.
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A.3 Zahlk6rper vom Grad 2 mit Diskriminante < 20

Grundkorper: K = @[ﬂ/(ﬂ —5)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

Dk =5
hg = 1
Reg, ~ 0.481211825
1
1) = -
Cr(—1) 30

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

; Erwegérung he, Reg;, Wi, | Qn Fufh.r'er
i ij
1 zt+322+1 1 [0.962423650 | 4 1 1
sP—a+ 22 —x+1 | 1 [0.962423650 | 10 1 1
3zt =23 +222+2+1] 1 [0.962423650 | 6 1 1

Betrachte sdmtliche Invarianten (D;, D2) mit
o #{p|pteilt D;} =0mod 2, N(D;) <80,
o N(Dy) < 150.
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| Dy | Dy [H|[ Dy [ Dy [[H|[ Dy [ Dy [[HJ[ D [ Dy [ H|
1 1 1 paps | Pro || 32| [ p2b11 | Pro 40 p3Ps | Par 20
1 p2 1 pap3 | Pso || 36 | | p2b11 | Pso 46 p3ps | Pa 24
1 p3 1 paps | Pior || 44 | | p2b11 | Pio1 52 pP3ps | Pso 32
1 ps 1 p2ps | Proo || 44| | p2P11 | Prog || 56 p3ps | Per 36
1 pr 2 paps | Pis1 || 56 | | p2p11 | Pis 66 p3ps | P 40
1 P11 1 paps | Piso || 56 | [ p2b11 | Pisg 70 p3ps | Pro 44
1 P19 1 p2ps | Prag || 60 | | pap11 | Piao 76 pP3Ps | Pso 48
1 P29 1 paps | Pspir || 32 | | p2b11 | p3ps || 32 p3ps | Pio1 56
1 P31 2 pap3 | Pspio || 48 | | p2p11 | P3qur || 60 PspPs | Pioo 60
1 pa1 2 paps | PsPao || 72| | p2P11 | Psau || 36 p3ps | Pis1 72
1 P59 1 p2ps | P11911 || 64 | | p2b11 | Pspio || 60 p3ps | Pi3g 76
1 Pe1 3 paps 1 1 pap11 | Pspao || 92 p3ps | Prao || 80
1 p71 2 pops Ps3 2 Pa2Pi9 1 3 pPsps PaPi11 32
1 pro 2 Pabs p7 10 | [ papio | p3 10 p3ps | p2p1o || 56
1 P8y 2 paPs | Pit 4| [ papio | b5 8 p3ps | papao || 80
1 Pio1 3 paps P1o 4 Papig pr 46 p3ps papsi1 88
1 P109 3 paps | Pao 6 paP1o | Pu 14 P3ps | Puidun || 80
1 P131 3 Paps P31 3 P2P19 | qi9 18 pPsp11 1 2
1 P139 3 paps | Par 10 | | p2p1o | P2 28 psP11 p2 6
1 P49 3 pabs | Pso 12 | | p2b1o | P31 32 | [ psp11| ps 8
1 P2ps3 2 p2ps | Pel 14 | | p2b1o | ba1 42 psP11 p7 36
1 baps 1 paps P71 16 | | pab1o | Pso 54 psp11 | g1t 8
1 papn || 1 p2ps | Pro 16 | | p2b1o | Pe1 60 psp11 | Pio 16
L | p2p1o || 3 paPs | Pso || 18| [ p2P1o | P71 68 | | psP11 | P2 20
1 P2p29 || 3 paps | Pror || 22 | | p2b1o | Pro 72 psp11 | P31 24
L | pops || 4 paPs | Piog || 22 | [ P2b1o | Pso 82 | [ psp11 | par 28
1 P3Ps 2 paps | Piz1r || 28 | | p2b1o | Pio1 96 pspP11 | Pso 40
L | papur || 2 Paps | Piso || 28 | | p2P1o | Piog || 100 | | psp11 | Pe1 44
L | pspun || 2 paps | Prag || 30 | | pab1o | Piz1 || 122 | | psp11 | P 43
L | pspio || 2 paps | Pap1r || 24 | | p2b1o | Pize || 126 | | psp11i | Pro 56
1 Psp2g || 4 paps | P11d11 || 32 | | P2P1o | Piao || 136 | | psPi1 | Pso 60
L [ puqu || 4 Pabi1 1 1 paP1o | Paps || 56 | | psp11 | pior || 68
paps 1 2 pobi1 | P3 6 | | P2P1o | Papir || 108 | | pspi1 | Piog || 76
Pap3 | Ps 4 pobi1 | Ps 4 | [ p2P1g | pspir || 68 || pspir | Pz || 88
paps | P 20 [papiy | p7 26 | | P2P1o | Psd1o || 108 | | psp11 | Pize || 96
paPs | Pu 8 Pobi1 | qu1 6 P2P1o | Pspag || 164 | | psp11 | Prag || 100
pap3 | Pig 8 Pap11 | Pio 10 | | P2pP1o | P11q11 || 136 | | pspi1 | p2ps || 36
Paps | P20 || 12 Tpopiy | poo || 16 | [ paps 1 2 pspi1 | p2qu || 40
paps | Pa1 16 | [papi1 | ps1 16 | | psps Po 4 psp11 | Papio || 72
P2p3 Pa1 20 Pop11 Pa1 22 P3ps pr 28 PsP11 | P2Pag 100
Pops | Pso 124 [popiy | Pso || 30| | psps | pua 8 psp11 | paps1 || 112
P2p3 P61 28 Pop11 P61 32 P3ps P1o 12 PsP11 | Padu 80
PaPs | P71 32| [papis | pm 36 psps | Poo 16

Tabelle A.1: Grundkérper K = Q[t]/(t?> — 5)
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Grundkorper: K = Q[t]/(ﬂ —2)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

Dg = 8
hg = 1
Reg, ~ 0.881373586
1
(k(=1) = B

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

; Erwell‘férung hi, Reg,,, W, | Qn Fuhfer
1 flj
1 41 1 | 1.76274717 | 8 1 pl
2
2 ¥ +2224+4 | 1 |1.76274717| 6 1 1

Betrachte sdmtliche Invarianten (D7, D2) mit
o #{p|pteilt D;} =0mod 2, N(D;) <50,
o N(Ds) < 150.
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| Dy [[H] [ Dy | Dy [[H| [ Dy | Dy [ H|[ D | Dy || H|

1 . pop3 | Par 16 pap7 | Par 12 pap23 | Pai 40
p2 . pa2ps | P 24 pap7 | P 18 papas | par || 44
ps3 e pa2ps | Prs 26 pap7 | P73 20 pap23 | P71 66
Ps = paPs | Pro 28 pap7 | Pro 20 pap2s | Pr3 72
pr 1 p2bs | Pso 30 pap7 | Pso 24 pap23 | Pro 76
p11 S paps | por || 34 pap7 | por || 26 pap23 | Pso 84
P17 . pap3 | P1oz || 36 p2p7 | Pros || 26 paP2s | Por 94

pos3 1 pop3 | P11z || 38 pap7 | P11z || 30 pap2s | Pios || 98
P31 2 pop3 | pro7 || 44 pap7 | pra7 || 32 pop23 | priz || 106
pa1 e paps | P13 || 46 pop7 | P13z || 36 pop23 | Pior || 120
Par 2 paps | prar || 24 papb7 | p3gr || 20 papas | Pisr || 128
pr1 3 paps | prpi7 || 48 pa2p7 | g7pi7 || 36 papas | p3pr || 76

P73 s Pops 1 1 popi7 1 2 Papas p7q7 64
P79 4 Pops p3 10 Popi7 ps3 8 papas | prhi7 132
Pso e pops | b7 8 p2p17 | Ps 20 prdr 1
Po7 e pops | P11 || 122 popi7 | Pr 3 prd7 | P2
P103 5 pops | pir || 18 pepiz | pun || 84 prd7 | Ps
P13 || .- p2ps | P23 24 pap17 | qi7 12 prdr | Ps
P127 6 paPs | Ps1 32 pap17 | Pas 16 prq7 | Pu
P13z || .- pa2ps | pa1 42 pap17 | Pa1 24 pra7 | Pir || ---
P2p3 | ... paps | Par 43 popi7 | Par 28 prq7 | Pos 36
P2ps || --- pops | P71 72 pop17 | Par 32 prq7 | P31 438
papr || 1 pabs | prs || 74| [pabaz | b [ 48] [ praz [ pa || .-
PoPi7 || ... pops | Pro 30 popi7 | Prs 52 prar | Pazr 72

Popos || 3 Pabs | Ppso || 90 papi7 | Pro || 56 pra7z | pn | 108
P2pa1 || 4 paps | Por 98 pap17 | Pso 60 pra7 | P73z || ---
Papar || --- paps | pios || 104 pap17 | Por 63 prd7 | Pro || 120

A (VNN YU VY U Y U (VY YUY U (VRN Y U VY UG Y U VY Y U U (VRN YU VY UG Y [N (VY (Y (Y (UG O |
i

P2par || 6 paps | b1z || 114 pap17 | Pros || 72 prdr | Pso
p2p71 || 9 paps | pizr || 128 papi7 | puis || 76 pra7 | Por || ---
Pap73 || - .- paps | P13z || 138 pap17 | P12z || 88 p7d7 | Pios || 156
p2psp7 || 10 paps | p3p7 || 80 papi7 | Pisz || 92 pra7 | Puis || ---
Pap7a7 || 8 | [pops | praz || 64 | | papir [ pspr || 56 | | prar | pior || 192
P3p7 4 Paps | prpir || 144 pap17 | prar || 48 p7d7 | Pisr
prar || 4 popr | 1 1 Papi7 | prqur || 96 prd7 | Pops
prur || © pap7 | P3 4 papas | 1 3 P7d7 | P2bs
Paps 1 1 pob7 | b5 8 pobaz | p3 12 prdz | p2pir || .-
pap3 Ps 10 pob7 | qr 2 PoPaz | Ps 28 prd7 | Pa2pas || 108
Paps pr 4 Popr P11 32 papos pr 10 P7q7 | P2P31 144
paps P11 42 popr P17 6 Papos P11 116 Prdr | P2ha1 R
P2ps | P17 6 Pop7 | Pog 6 Papo3 | P17 || 18 P7d7 | Papaz || 216
Pap3 | Pos 8 pob7 | P31 8 paPas | gos 22 prdr | popm || 324
paps | P31 12 pab7 | Par 12 Pobas | ba1 32 p7a7 | P2brs

Pap3 | Par 14

Tabelle A.2: Grundkérper K = Q[t]/(t? — 2)
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Grundkoérper: K = Q[t]/(ﬂ —3)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

D = 12
hg = 1
Regy =~ 1.31695789
1
(k(=1) = 8

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

; Erwellférung hi, Reg,,. W, | Qn Fufh-r.er
7 1
1
1 -2+ 1 1 | 1.31695789 | 12 2 zg
2
P3
2 a* +422+1 | 2 [1.31695789 | 2 2 1

Betrachte simtliche Invarianten (D7, D2) mit
o #{p|pteilt D;} =0mod 2, N(D;) <50,
o N(D,) < 120.
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| Dy [ Dy [H|[ Dy [ Dy [H|[ D [ Dy [ H|[ D | Dy || H|
1 1 e paps | por || 20 P3P 1 . P3P13 | Popos || 144
1 p2 . paps | pro7 || 18 p3pi1 | P2 . p3p13 | Papsr || 228
1 ps3 . p2ps | Proo || 22 p3pi1 | Ps . p3p13 | papar || 288
1 ps | [ pap1s 1 . p3pi1 | Pp7 . p3p13 | P2psg || 360
1 p7 s P2p11 p3 . p3p11 q11 20 p2p23 1
1 p11 2 papPi1 | bs .. psPi1 | Pz || --- paPas | Ps
1 p13 | [popin | p7 . p3p11 | P23 || 40 paPas | Ps
1 P23 2 pap1l | qu1 10 psPi1 | Par || --- Pobas | Pr ...
1 P37 oo | Ipapir | pis [ .| [ PsPun | Par || 80 | [popos | pyy || 24
1 Par 4 pobi1 | boz || 20 papin | Pso || 100 | [Tpopas | pag || ...
1 Pso 6 P2p11 p37 . p3p11 p61 cee pgpgg (23 44
1 P61 | [papir | par || 40 papin | P || 120 | [popas | psr || ...
1 P71 6 Pop11 P59 50 Papi11 P73 cee Popos Par 88
1 P73 s Popi1 P61 e P3pP11 Ps3 140 Papas P59 112
1 Pss3 8 Popi1 P71 60 Papi11 Po7 ce. Popos P61 .
1 Por cee Popi1 P73 - p3P11 Pio7 180 Papos P71 132
1 Pio7 10 | [popi1 | pss3 70 p3p11 | Proo || --- pobas | P73 | ...
1 P1o9 oo | [pop1r | por || ... p3p11 | pops || --- pobas | Ps3 | 156
1 paps 2 pap11 | Pror || 90 p3p11 | pap7 || --- pobas | Por | ...
1 p2ps | [ papi1 | proo || .- p3p11 | p2qu1 || 60 pobas | Pror | 200
1 P2p7 e PaP11 | P3ps || --- P3P11 | P2pi3 || .- P2P23 | Piog
1 pap11 4 pap11 | Paqur || 40 pap11 | Popas || 120 | [popas | psps || ...
1 papis || - | [popi1 | Pspus || ... p3p11 | paps7 || - Pabas | Papiy || 92
1 papas 6 P2P11 | P3Pos 80 Papi11 | P2par 240 Popos | P3Pis A
1 popsr || - | [ papi1 | psps7 || ... P3p11 | P2bso || 300 | [Tpopos | psqes || 176
1 Papaz || 12 poPis 1 2 pspis 1 2 papas | P3Ps7 || ---
1 P2Pso 16 papis3 Ps3 6 P3p13 P2 6 paps 1 2
1 P3Ps || - | ["popis | ps 28 | | Psbis | Ps 02 pobs | b3 8
Lo | psbuy || 6 | [Toopis [ pr || 52 | [ PsPis | Pz [[100 | [Tpops | pr || 100
! PsP1s |-~ | [popis | pu 14 P3pi3 | P11 24 paps | Pu 24
1 P3pa3 8 papis3 qi13 14 P3p13 qi3 28 paps P13 28
! PsPs7 || -~ | Mpopis | pos 24 P3pPis | P23 48 paps | Pas 48
i papspir || 14 papi3 P37 38 P3pis3 P37 76 Pabs P37 76

Papspis || 14 | Poon [ par || 48 | | PsPis | par || 96 paps | par || 96

Pabs 1 2 papis | Pso 62 P3P13 | Pso 120 Paps P59 120

pap3 Ps 8 papi3 P61 62 P3p13 Pe1 124 paps P61 124

P2p3 p7 12 paobis P71 72 P3p13 P71 144 Paps P71 144

P2p3 P11 2 papi3 P73 76 P3pis3 P73 143 paps P73 148
PaP3 | P13 6 popis | pss || 86 P3p1z | Pss || 168 | ["pops [ ps3 [[ 168

Paps | Pos 4 papis | Por || 100 | [ P3P13 | Por || 196 | [pops | por || 196

Pap3 P37 10 pobis Pio7 110 P3p13 Pio7 216 pabs Pio7 216

P2ps3 Par 8 papi3 P1o9 110 P3pis3 P1o9 220 pops P1o9 220

paPs | Pso 10 | ['popis | paps || 108 | | P3pis | P2ps || 196 | | pops | pspir || 96

Pob3 | Per 14 | Ipopis | papiy || 52 | | PsPi3 | P2p7 || 300 | | pops | papis || 112

paps3 pr1 12 | Ipopis | paqus || 56 p3p13 | pa2p11 || 72 pabs | Pspas || 192

Pap3 P73 16 P2p13 | P3Pos 96 P3P13 | P2913 34 paps | PaPsr 304

P2p3 Ps3 14 | ['popis | pspsr || 152

Tabelle A.3: Grundkérper K = Q[t]/(t? — 3)
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Grundkérper: K= Q[t]/(tQ —13)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

Dk = 13
hg = 1
Regy =~ 1.19476321
1
(k(=1) = 8

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

Erweiterun Fiihrer
L 8 RegLi Wi, | Qu, §ii
7 ]

1 2+ 72+ 9 1 [2.38052643 | 4 1 1
22 —a3+422+32+9] 2 |2.38952643 | 6 1

Betrachte sémtliche Invarianten (D7, D2) mit
o #{p|pteilt D;} =0mod 2, N(D;) <60,
e N(Dy) < 150.
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| Dy [ Dy [H|[ Dy [ Dy [H || Do [ Dy [[H|[ D | Dy || H|
1 1 1 pops | p2o || 16 LELE 1 2 p3p13 | p2gs || 40
1 p2 2 p2ps | Pas 22 p3ds | P 4 p3p13 | P2ps || 260
1 p3 1 pops | ps3 || 28 p3ds | Ps 12 p3p13 | pap17 || 180
1 ps 4 p2b3 | Per 32 p3qs | Ppr 20 pap13 | pa2pas || 240
1 pr 6 pops | pro || 40 psqs | pun || 44 p3p13 | Papag || 300
1 P11 12 paps | Pror || 52 p3ds | P13 8 p3p13 | gsps || 208
1 p13 3 p2p3 | pioz || 52 p3ds | P17 8 pap1s | gspr | 400
1 p17 2 pap3 | pior || H4 p3ds | P23 8 p3p13 | gspi7 || 144
1 p23 2 pab3 | P11z || 58 Pads | P2o || 12 P3p1s | d3pas || 192
1 P29 3 paps | pio7 || 64 P3ds | Pas 16 p3p13 | dspag || 240
1 P43 5 p2ps | Pis1 || 66 psqs | Ps3 20 P3P13 | q3pas || 352
1 Ps3 5 p2ps | Piso || 70 pads | pe1 | 24 papir | 1 4
1 Pe1 7 P2ps | gsps || 52 Psds | Pro || 28 | [pspi7 | po 16
1 pro 8 paps | gqspr || 100 p3ds | Pror || 36 pap17 | 3 12
1 P01 9 P2ps | gspiz || 28 psds | Pios || 36 | [pspir | ps 72
1 pros || 10 p2ps | g3pi7 || 36 p3qs | Pior || 36 paspi7 | pr || 136
1 Pio7 9 P2ps | dspes || 48 p3qs | pus || 40 | [pspir | p1y || 328
1 p113 10 p2ps | d3pag || 60 p3qs | pior || 44 pspir | piz | 40
1 p1o7 12 pap3 | q3pas || 88 p3qs | pi31 || 44 papi7 | qur | 48
1 pi31 11] [popis [ 1 3 p3qs | Pi3e || 48 papi7 | Pas | 64
1 P139 131 ['popis | ps 12 p3ds | pa2ps || 48 papi7 | Pao 80
1 p2ps 3 paPis | Ps 78 p3q3 | papi1z || 28 pap17 | Pas || 120
1 paps || 14| [poprs | pr || 150 p3ds | pa2pi7 || 32 papi7 | Pps3 || 144
1 P2Pi3 9 pap13 | P11 || 366 P3ds | papas | 40 pspi7 | Per || 168
1 pap17 || 8 pobis | P17 || H4 p3ds | papag || 52 pspi7r | pro | 216
1 P2p2s || 10 pop13 | Pos 72 psp1s3 1 2 p3p17 | Pro1 || 272
1 P2p2g || 13 pap13 | P2o 90 psp13 | P2 10 pspi7 | Proz || 280
1 P3d3 2 poP13 | Pas || 132 | | psp13 | 43 8 pspi7 | Pror || 288
1 P3Ps 10 pap13 | Psz || 162 | | pspiz | Ps 52 p3pi7 | P11z || 304
1 P3Pz || 18 | ['papis | per || 186 | [ papis | pr [ 100 | [papiz | pior || 344
1 P3P13 6 paP13 | Pro || 240 | | pspiz | P11 || 244 | | pspi7 | P131 || 352
1 P3P17 6 p2p13 | Pror || 306 | | p3pis | P17 36 p3p17 | P13o || 376
1 P3p23 8 pap13 | Pros || 312 | | pspi3 | P23 48 p3p17 | P293 || 56
1 P3p20 || 10 | Tpopis | pior [[ 324 ] [ pspiz | pao 60 p3p17 | pa2ps || 352
1 PaPaz || 16 | [popis | puas || 342 | [ pspiz | pas || 88 pap17 | p2p13 || 192
L | popsgs || 8 pap13 | Pio7 || 384 | | p3pi3 | Ps3 || 108 | | p3pir | paqur || 240
L [ p3q3P13 || 20 | [popys | prst || 396 | | papis | per || 124 | | papir | papos || 320
paps3 1 1 pap13 | Piso || 420 | | p3pis | Pro || 160 | | p3pi7 | papag || 400
p2ps3 q3 2 p2p13 | p3gs || 48 p3p13 | Pror || 204 | | p3pi7 | gsps || 280
p2ps3 Ps 14 | | pab13 | p3ps || 312 | | p3pi3 | Pros || 208 | | p3pir | gspr || 536
paps p7 26 | | p2p13 | Pspr || 600 | | p3pi3 | Pror || 216 | | psp17 | q3pis || 152
pap3 P11 62 p2p13 | Papi7 || 216 | | p3pis | Piis || 228 | | p3p17 | 93q17 || 192
paps P13 8 pop13 | Papos || 288 | | psp13 | P12z || 256 | | papi7 | dspas || 256
p2ps p17 10 pap13 | Papag || 360 | | p3p13 | Pi31 || 264 | | p3p17 | q3p2g || 320
pa2ps | Pos 12| | p2p13 | p3pas || 528 | | p3p13 | P1so || 280 | | p3pi7 | ds3pas || 472

Tabelle A.4: Grundkérper K = Q[t]/(t? — 13)
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Grundkérper: K= Q[t]/(tQ —17)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

Dk = 17
hg = 1
Regy =~ 2.09471254
1
(k(=1) = 3

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

; Erwell‘férullg hi, Reg,,, W, | Qn Fuh-1jer
1 f’bj
1 2+ 922 + 16 2 [4.18942509 | 4 1 1
2t — 234522 +4dx+16] 1 [4.18942509 | 6 1 1

Betrachte sédmtliche Invarianten (D7, D2) mit
° #{p|ptellt Dl}EOmon, N(D1)§50,
e N(Dy) < 120.
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| Dy [H] [Dy | Dy [ H| [ D | Dy [ H|[ D [ Dy [ H ]
1 1 p2g2 | Ps3 14 paps | g2ps || 120 | | papi7 | par || 128
P2 1 p2dz2 | Pso 16 paps | q2p7 || 600 | | pap17 | Pps3 || 144
ps3 3 p2d2 | pro1r || 18 Pa2ps | 92p13 || 168 | | papi7 | pso || 160
Ps 6 p2d2 | Pios || 20 Paps | 92pa7 || 216 | | papir | per || 184
p7 10 p2d2 | pspiz || 28 P2ps | q2P1o || 240 | | papi7 | ps3 || 224
Pis 4 pops | 1 2 P2Ps | d2pas || 928 | | popi7 | Pso || 240
pi7 4 paps | g2 4 P2Ps | q2Par || 576 | | popi7 | Pio1 || 272
P19 4 pobs | Pps 36 P2Ps | q2pPss || 648 | | papi7 | Pios || 280
P43 8 paps | b7 68 P2Ps | qoPso || 720 | | papi7 | g2p3 || 80

paz 3 paps | piz || 20 Pops | Pspig || 560 | | papi7 | qops || 208
P53 10 pops P17 24 Papis3 1 2 PoPi7 | 92p7 400
P59 10 paps | Pio 28 Pobiz | o 6 pap17 | q2p1s || 112
Pe7 121 pops | pas || 60 pop13 | b3 20 | [ P2pi7 | 92p19 || 160
Ps3 14 pobs | par || 64 pap13 | D5 52 p2p17 | dopas || 352
Ps9 16 | ['pops | pss || 72 papis | pr || 100 | | P2P17 | dapar || 384
P1o1 18 P2ps | Pso || 80 pobis | a3 || 28 P2pi7 | 42pss || 432
Pros (| 18] [pops | per | 92 pop13 | p17 || 36 p2p17 | q2ps9 || 480
P22 2 pob3 | ps3 || 112 papis | P || 40 p2pi7 | papis || 376
paps || 6 paps | Pso || 120 | | popiz | paz || 88 | | papig | 1 4
P2Ps 14 pop3 | pror || 136 pap13 | Par 96 papio | g2 10
p2p7 || 26 p2ps | P1osz || 140 pab13 | Ps3 || 108 | | pap1o | 3 32
p2piz || 8 p2ps | gops || 104 p2p13 | Pso || 120 | | p2p1o | Ps 80
p2piz_ || 10| ['pops | qopr [ 200 [popis | per [ 136 | | papio | pr [ 152
p2p1o || 10 paps | d2p13 | 56 paPi3 | Pss || 168 | | pap1o | P13 44
P2pas || 22 p2ps | do2pi7 | 72 pab13 | Pso || 180 | | pap1o | P17 56
Papaz || 24 P2ps3 | q2p19 || 80 popi3 | Pior || 204 | | popio | qug || 60
p2pss || 28 paps | gapas || 176 pab13 | Pros || 208 | | pap1o | pas || 132
P2Ps9 || 30 | ['pops [ qapar [ 192] [ p2pis [ dops || 60 | [ popio | par | 144
pspis || 26 paps | g2ps3 || 216 paP13 | d2ps || 156 | | pap1o | ps3 || 164
P2a2p3 || 16 | ['pops [ qapso || 240 | | popis | 92p7 || 300 | [ papio [ pso | 180
p292ps | 40 Pabs 1 4 p2pi13 | d2q13 | 84 papb1o | Per | 204
P292p13 22 Pabs 2 12 popi3 | qop17 108 P2pi9 ps3 252
p2g2p17 || 28 pobs | b3 40 P2p1s | 92P1o || 120 | | papio | Pso || 272
p292p19 || 30 paps | p7 || 200 Popi3 | qoPas || 264 | | papig | Pio1 || 308

PR (UG U (U (U [NUY N [UY Y Y RN U U U (U U U U U U (VI (U (U U (U U U (U YUY [NUY JFENY O PO | B
=

P2q2 1 2 pops | p13 || 56 P2P13 | GoPa7 || 288 | | papig | Pros || 312
p2d2 p3 4 paps | P17 || 72 P2pis | d2Pss || 324 | | p2p1o | q2ps || 92
P2q2 s 8 pops | pro || 80 P2P13 | GoPsg || 360 | | papig | qops || 236
p2d2 pr 12 pobs | pas || 176 popis | Paqus || 280 | | papig | qop7 || 452
p2q2 p13 6 pops | bar || 192 popi7 1 4 papio | q2p13 || 128
P2q2 | pu7 4 pobs | Ps3 || 216 | | popiv | a2 8 P2Pio | qopi7 || 164
p2q2 P19 6 pabs | Pso || 240 popi7 | p3 28 paPio | 92419 || 180
P29 P43 10 pobs | per || 272 pop17 | Ps 72 paPi1o | q2pa3 || 396
Pada | Par || 8 | [pops | psy [ 336 | |[popar | pr [[ 136 | | P2P1o | qapar || 432
P2q2 | Ps3 10 pabs | pso || 360 pobi7 | P13 | 40 P2pio | g2ps3 || 488
p2q2 P59 10 paps | pro1 || 408 popi7 | Pio 56 pap1o | q2pse || 540
P22 | Per 14 pabs | pios || 416 popi7 | paz || 120 | [ P2P1o | Papis || 424

Tabelle A.5: Grundkérper K = Q[t]/(t? — 17)
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A.4 Zahlk6rper vom Grad 3 mit Diskriminante < 100

Grundkoérper: K = @[ﬂ/(ﬁ —t? =2t +1)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

D = 49
hg = 1
Reg, ~ 0.525454682
1
1) = ——
(k(=1) 1

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

; Erwej;cérung hi, Reg;,. W, | Qn Fu?fer
i ij

1 2% + 52t + 627 + 1 1 [210181872 [ 4 1 1

22 —af 42t =2+ 22 —2x+1| 1 [210181872| 14 | 1 1

3 2% —a®+32T+522—22+1 | 1 [210181872] 6 1 1

Betrachte sédmtliche Invarianten (D7, D2) mit
o #{p|pteilt D;} =1mod 2, N(D;) <80,
o N(D3) < 200.



A.4. ZAHLKORPER VOM GRAD 3 MIT DISKRIMINANTE < 100 93
| D[ Dy [[H| [Di| Dy [[H| [Di| Dy [H] [Di]| Dy | H |
po 1 1 p7 Ps 10 P29 | P13 6 pa3 | Ps 64
po ps3 3 p7 | P13 2 P29 | d29 10 paz | Pr 4
po ps 11 p7 P29 4 P2g | Pa1 14 paz | P13 8
po p7 2 pr | pa 4 P29 | Pas 16 pas | P20 16
p2 | P13 3 p7 Pa3 4 P2o | P71 24 Paz | Pa1 22
p2 | P2o 3 pr | Pn 6 P20 | Ps3 28 P43 | Qa3 22
p2 | P 4 p7 | Ps3 6 P29 | Por 34 pa3 | Pn 36
P2 P43 5 pr Po7 8 P29 | P113 33 Paz | Ps3 42
p2 | P 6 p7 | pus || 10 P2g | Pio7 44 P43 | Por 50
p2 | Ps3 7 p7 | P27 || 10 P20 | P13o 43 P4z | P11 58
p2 | Ppor 10 p7 | pize || 10 P29 | Pie7 56 P43 | P1o7 64
p2 | pus || 10 pr | Per || 12 P2 | Pis1 62 P43 | P139 70
p2 | pro7 || 12 p7 | ps1 || 14 P29 | Pio7 66 P43 | Pier 84
p2 | pize || 13 p7 | Por || 16 Pag | Papr 24 Pa3 | Pis1 92
p2 | per || 14 p7 | p2p1sz || 10 P29 | popiz || 42 P43 | Pror || 100
p2 | pis1 || 17 pr | p13dis || 16 P29 | P3p7 || 76 Pasz | papz || 36
p2 | por || 17 P13 1 1 P29 | p7p13 || 40 P43 | pap13 || 64
p2 | pspr || 20 Pz | Ppo 3 P29 | P13q13 || 68 Pasz | papr || 112
p2 | prpis || 12 P13 p3 4 P 1 2 P43 | P13 || 96
p2 | 13913 || 20 Pz | Ps 18 Pa1 pa 6 P43 | P13das || 100
ps3 1 2 P13 | pr 2 par | p3 14 pr1 1 2
ps3 p2 5 P13 | qi3 2 pa1 Ps 60 p71 p2 8
ps3 ps 40 P13 | P29 6 pa1 pr 6 P71 p3 24
ps3 pr 4 p13 | ba 6 par | P13 8 pr1| bs 106
ps | Pis 6 P13 | P43 8 pa1 | Pa2g 16 p71 pr 3
ps | P2g 12 p13 | Pr1 12 pa1 | qa 20 pr1| P13 14
ps | Ppa 14 P13 | Ps3 12 pa1 | Pa3 24 pr1 | P2 26
Ps | Pas 16 P13 | Por 14 pa| bn 36 pr1| bar 36
ps | pn 24 p13 | puz || 18 pa1 | Ps3 40 pr1 | Pas 38
Ps | Pss 26 p13 | P12z [ 20 pa1 | Por 43 pr1| 9n 60
ps3 Por 32 p13 | P30 || 20 pa1 | P113 56 pr1 | Ps3 70
p3 | p1z || 38 p13 | pier || 24 pa1 | Pio7 64 pr1 | Por 84
ps | pio7 || 42 p13 | Ps1 || 26 pa1 | Pi3o 63 pr1| Pus 96
p3 | Pizo || 44 p13 | pror | 30 P41 | Pier 80 pr1 | pior | 108
ps | pie7r || 92 P13 | papr || 12 pa1 | Pis1 33 p71 | Pizo || 118
p3 | pis1 || 98 p13 | p2qiz || 18 pa1 | Pio7 96 pr1 | pier || 140
p3 | pior || 64 P13 | pspr || 32 pa1 | p2pr || 36 pr1 | bis1 || 154
p3 | popr || 24 pis | praus || 16 pa1 | p2p1s || 60 pr1 | Pior || 166
ps | papis || 40 P13 | qi3ti3 || 28 pa1 | pspr || 108 pr1 | p2pr || 60
P3| prpis || 36 P29 1 1 Pa1 | prpig || 96 P71 | popis || 106
ps | p13dus || 64 pag | Po 3 Pa1 | P13qas | 96 P71 | pspr || 188
pr 1 1 P29 Ps3 10 P43 1 1 P71 | PrP13 96
pr | P2 2 p2o | s | 42 pas | p2 5 P71 | Pi3qus || 168

pr | Ps 2 P20 | P 4 Pa3 | P3 14

Tabelle A.6: Grundkérper K = Q[t]/(t3 — % — 2t + 1)
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Grundkorper: K = @[t]/(tfﬂ —3t—1)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

D = 81
hry = 1
Reg, ~ 0.849287450
1
k(=1) = 9

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

; Erweil‘férung hi, Reg;, we. | Qu Fiih.#er
7 f’L]
L[ 28 +62* +922+1] 1 [3.39714980 | 4 1 1
2 28— 2341 1 ]3.39714980 | 18 1 pl
3

Betrachte sédmtliche Invarianten (D7, D2) mit
o #{p|pteilt D;} =1mod 2, N(D;) <80,
o N(Dy) < 180.



A.4. ZAHLKORPER VOM GRAD 3 MIT DISKRIMINANTE < 100 95
| Di[ Dy [H| [Di| Dy | H| [Di| D [ H]| [Di| Dy | H |

P2 1 P17 | P 32 P37 | ds7 38 pr1| Ps 246
p2 ps . pi7 | Pr3 e P37 | Ps3 54 pr1 | P17 36
P2 Ps 25 P17 | Pso 40 P37 | Pn 72 pr1 | P1o

p2 | P17 4 p17 | Pror | 48 P37 | Pr3 74 pri| P37 || ---
P2 | P1o P17 | Pio9 P37 | Pso 90 pr1 | ps3 || 106
p2 | Par | --- P17 | Pier p37 | Pior || 108 pr1| dqn || 140
p2 | ps3 || 11 P17 | Pz || --- p37 | Piog | 110 pr1| b3 e
p2 | P 14 p17 | Piro || 80 p37 | P27 || 128 p71 | Pso || 176
p2 | Prs | --- pi7 | p2ps || 16 p37 | pie3 | 164 pr1 | pror || 210
P2 | Psg 18 P17 | p2qu7 || 72 p37 | Piro || 180 P71 | P1o9

p2 | pror | 21 P17 | Pab1o || 80 P37 | pap3 || 36 P71 | Pior

P2 | Pioy P17 | p3qi7 || 32 P37 | papi7 || 162 pr1 | Pies || ---
p2 | Pior P17 | P3P1o P37 | pap1o || 180 pr1 | Pi7o || 350
p2 | P63 | --- P17 | P3ps7 || --- P37 | Papir || 72 pr1 | p2ps || 70
p2 | P17 || 35 P17 | pspss || 96 P37 | psp1o || 80 pr1 | papi7 || 316
p2 | pspir || 14 P19 1 1 P37 | Paqs7 || 152 P71 | P2p1g || 350
p2 | P3Pig Plo | P2 5 P37 | pspss || 216 pr1 | papi7 || 140
P2 | P3p37 || --- plo | P3 2 P53 1 . P71 | P3P1g

P2 P3ps3 42 P19 ps 64 P53 po 13 P71 | P3par ce
p3 1 1 P19 P17 10 P53 p3 e P71 | P3Ps3 420
p3 | po 1 Pio | du9 10 pss | ps || 182 pr3 1 2
ps3 ps 8 P1o | Par 20 Ps3 | P17 26 P73 | P2 18
p3 | pi7 2 P1o | Ps3 28 Ps3 | Pio pr3s | Ps 3
Ps | Pio 2 P1o | P71 36 P53 | Par . P3| Ps 252
p3 | ps7 4 P19 | Prs 38 Ps3 | Us3 78 p7s | P17 36
ps | Ps3 4 P19 | Pso 46 ps3 | pr1 | 104 P73 | P1o 40
ps | Pn1 4 p1o | Pior || o4 Pss | Prs e P73 | Ps7 76
Ps | Prs 6 P19 | Pioo || 96 Ps3s | Pso || 130 p7s | ps3 || 108
ps | Pso 6 p1o | p127r || 64 ps3 | Pior || 156 prs | pr1 || 144
p3 | pror || 6 P19 | P1e3 || 82 Ps3 | P1oo pr3 | qr3 || 148
P3| Pioy 8 p1o | Piro || 90 Ps3 | Pio7 p73 | Pso || 180
ps | pio7 || 8 Pio | pop3 || 18 Ps3 | Pie3 || --- p73 | pror || 216
ps | pie3z || 10 P1o | papi7 || 82 P53 | Pi7o || 260 p73 | P1oo || 220
p3 | piro || 10 P1o | P2d1o || 90 P53 | pap3 || 52 pr3 | pra7 || 256
p3 | p2p1z || 10 P1o | papaz || 36 P53 | Papaz || 234 p73 | Pie3 || 328
p3 | pa2p1o || 10 P1o | Paduo || 40 Ps3 | Pap1o || 260 p73 | pi7o || 360
pir | 1 e P1g | p3par | 76 Ps3 | papi7 || 104 p73 | p2ps || 72
P17 | po 4 P1o | Paps3 || 108 P53 | PsPio P73 | papa7 || 324
b7 | Ps3 ... P37 1 1 P53 | Pabsz || --- P73 | p2p1g || 360
b7 | Ps 56 P37 | po 9 P53 | Padgs3 || 312 pr3 | papi7 || 144
pi7 | dqir 8 p37 | P3 4 p71 1 o P73 | P3pio || 160
P17 P19 P37 ps 126 P71 P2 18 pr3 | paps7 || 304
pi7 | Par | --- P37 | P17 18 pr1 | P3 P73 | Papss || 432
piz | Ps3 || 24 P37 | P1o 20

Tabelle A.7: Grundkérper K = Q[t]/(t3 — 3t — 1)
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A.5 Zahlkorper vom Grad 4 mit Diskriminante < 1500

Grundkorper: K = Q[t]/(t‘l — =32+t +1)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

Dk = 725

hg = 1
Reg, =~ 0.825068847

2

1) = =

Cre(—1) B

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

; Erwell‘férullg hi, Reg,,, Wi lon, Fuf}.l.rer
7 )
1 28 + 728 + 1327 + 72% 4 1 1 | 6.60055078 | 4 | 1 1

28 — 32" +52% — 32 + 42 + 323 + 522 +3x+ 1| 1 | 6.60055078 | 10 | 1 1
3 28— 2T+ 4+ P+ 9t — S+t x+ 1 1 [6.60055078 | 6 | 1 1

Betrachte sdmtliche Invarianten (D7, D2) mit
o #{p|p teilt D1} =0mod 2, N(D;)< 250,
o N(Dy) < 250.

Die Primzahl 11 zerlegt sich in K in p11q11t11 mit

[ [[eCI1) [ FCT1D) ]
P11 1 1
qi1 1 1
T11 1 2




A.5. ZAHLKORPER VOM GRAD 4 MIT DISKRIMINANTE < 1500

(DD,

1

P2

P3

Ps

p7

P11

T11

P13

Pig

P29

P31

Pa1

P61

P79

Pso9

P1o1

P1o9

P131

P139

P149

Pi79

P191

Po11

Pa2g

papi1
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P11911

[y

P11P1o

pa2p11

1
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pPapi1

P3

206

p2p11

Ps

66

papi1

p7

126

Papi1

d11

30

papi1

T11

306

P2pi1

P13

426

| Dy [ Dy || H |

pap11 P19 50
Pap11 Pag 76
Pap11 P31 80
pap11 Pa1 106
Pap11 P61 156
paPi1 P79 200
Pap11 Psg 226
papP11 | Piot 256
paP11 | Pioo 276
paP11 | Pis: 330
pop11 | Pisg 350
pop11 | Piag 376
poP11 | Pivo 450
pop11 | Pio1 430
pop11 | Ponr 530
pap11 | Paog 576
pap11 | giip1g || 600
qi1P11 1 4

q11P11 P2 32
qupii | b3 140
quibi1 | bs 43
qi1P11 P7 88
qi1P11 | i1 208
quibi1 | P13 288
qi1P11 | Pio 36
quibi1 | P29 52
qi1b11 | P31 56
qu1P11 | ba 72
qi1b11 | Pe1 108
qi1P11 | Pro 136
quibi1 | Pso 152
qi11P11 | P1o1 172
quibi1 | Pioo 188

97
D, [ Dy | H |

q11P11 | P13t 220
quip11 | Pi39 236
q11P11 | P14o 252
qiip11 | Pivo 300
q11P11 | P1o1 320
quip1r | Pour 356
q11P11 | P229 3338
p11P19 1 4

p11P19 P2 52
p11P1o | Ps 248
P11P19 Ps 30
p1iP1o | Pp7 152
p11P1o | du1 36
p1ipro | T 368
p11P19 | P13 512
P11P19 | dio 60
p11P19 | P29 92
p1ip1o | P31 96
p11P1o | Pau 128
p11P1o | Pe1 188
p11P1o | Pro 240
P11P19 | Pso 272
pP11P19 | Pio1 308
P11P19 | Pioy 332
PriPio | Pis1 396
P11P19 | Pi3g 420
P11P1o | Piag 452
pP11P19 | P179 540
P11Pio | Pio1 576
p11P19 | Po11 636
p11ip1o | P229 692
p11P19 | P2qu1 || 612
P11b19 | q11dq19 || 720

Tabelle A.8: Grundkérper K = Q[t]/(t* — 3 — 3t> + t + 1)
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Grundkorper: K = Q[t]/(t‘l — 2 — 42+ 4t + 1)

Diskrimiante, Klassenzahl, Regulator und Zeta-Funktion von K:

D = 1125
hg = 1
Regy, =~ 1.16545519
4
1) = —
Ck(—1) 5

Zu betrachtende Korpererweiterungen und Ordnungen:

Erweiterun Fiihrer
2 L. & hL,i RegLi WLi QL,; f )
i ij
1 28 + 920 + 262* + 2422 + 1 2 19.32364155 4 1 1
1
2l 2 —aT 4 —atrad 1| 1 | 466182077 | 30 | 2 Ef’
3
P2

Betrachte sémtliche Invarianten (D7, D2) mit
o #{p|pteilt D1} =0mod 2, N(D;) <250,
o N(Dy) < 250.



A.5. ZAHLKORPER VOM GRAD 4 MIT DISKRIMINANTE < 1500

| Dy [ Dy || H |

1 1

1 p2

1 ps3

1 ps

1 P11 -

1 P29 2

1 P31 -

1 P59 2

1 P61 -

1 Pso 4

1 P149 6

1 Pis1 -

1 P179 6

1 Pis1

1 P211 .

1 P239 8

1 P24

1 Paps

1 Paps

L | paps 4

1 | pspao 8

1 |pspsr| ---
paps 1 4
paps | Ps 24
pops | P11 488
paps | Pao 120
p2ps | P31 128
paps | Pso 240
paps | Pe1 248
pa2Ps | Pso 360
p2p3 | Puag || 600
p2ps | pis1 || 608
paps | Pi7o || 720
paps | Pis1 || 728
paps | pa11 || 848

Tabelle A.9: Grundkérper K = Q[t]/(t* — 3 — 4t2 + 4t + 1)

[ Dy | D> | H |

p2ps | P2so || 960
pop3 | Poar || 968
p2ps | Pspao || 720
p2ps | Pspa1 | 768
paps 1 2

paps | Ps 20
p2pbs | P11 244
Paps | Pag 60
paPs | Pau 64
paps | Pso 120
Paps | Pe1 124
paps | Pso 180
paps | prao || 300
paps | pis1 || 304
paps | pi7o || 360
paps | pis1 || 364
pops | porr || 424
paps | P2so || 480
pops | Poar || 434
P3Ps 1

P3ps | P2

P3ps | P y
PsPs | P2o 32
P3ps | P31 y
PsPs | Psg 64
P3ps | Ps1 y
PsPs | Pso 96
psps | Pprag || 160
P3Ps | Pis1 .
psps | pi7o || 192
P3Ps | Pis1

P3Ps | Ponn -e-
p3ps | Page || 256
P3Ps | Poar

| Dy [ Dy || H |
Pspao | 1
PsPag | P2
PsP2g | P3
PsP2g | P11 S
PsP2o | q20 || 112
PsP2g | P31 r
PsPag | Pso || 224
PsP2g | Pe1 e
PsP2g | Pso || 336
PsP2g | Prag || 560
Ps5P29 | Pis1 Ve
PsP2o | P17o | 672
Ps5P29 | Pis1
PsP2g | Pa11 ‘.
PsP2g | Pasge || 896
PsP2g | P41
PsPag | Paps e
pspa1 | 1 4
psps1 | P 63
psps1 | P3 40
psps1 | P11 || 488
psps1 | P2o || 120
PsP31 | a1 128
Psps1 | Pso || 240
psps1 | pe1 || 248
psps1 | Pso || 360
psP31 | P1ag || 600
psps1 | Pis1 || 608
psps1 | Pi7o || 720
psp31 | pis1 || 728
psps1 | Po11 || 848
psp31 | Pa23e || 960
psP31 | Poar || 968
psps1 | p2ps || 680
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