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Aufgabe 1. Sei H ein Pra-Hilbertraum, also ein C-Vektorraum mit Skalarprodukt, der
nicht notwendigerweise vollstéindig ist. Zeige, dass dann folgende Identitéiten gelten:

(@) |z +yl?2+ |z —ylI? =2(|z||*> + ||y||*) Vz,ye€ H “Parallelogrammidentitit”
(b) (z|y) =130 ikllz +iFy|? Vo,ye H “Polarisierungsidentitit”

Mit etwas Aufwand kann man {ibrigens zeigen, dass ein normierter Raum genau dann ein
Pra-Hilbertraum ist, wenn er die Parallelogrammidentitét erfiillt. Diese Identitét ist also
genau die Bedingung, wann eine Norm von einem Skalarprodukt induziert wird.

Aufgabe 2. Seien H; und H, Pra-Hilbertraume und sei T' : H; — H, eine lineare
Abbildung. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) d(Tz,Ty) =d(x,y) Vx,y € H (die von dem Skalarprodukt induzierte Metrik)
(i) [|Tz]| = ||z|| Yxe H (die von dem Skalarprodukt induzierte Norm)
(i) (T |Ty) = (z|y) Ve,yecH

Ist eine der Bedingungen erfiillt, so heifst T" isometrisch.

Aufgabe 3. Seien H ein Hilbertraum und Hy, H; C H abgeschlossene Unterraume. Wir
schreiben H = Hy @ H; falls Hy 1. Hy und H = Hy + H;. Der Hilbertraum H kann also
als direkte Summe von Hy und H; geschrieben werden, dh. jedes Element € H hat eine
eindeutige Darstellung x = z¢ + x; mit g € Hy, z1 € H;.

Sei nun P € L(H). Zeige:

(a) P ist idempotent (dh. P? = P) genau dann, wenn es abgeschlossene Unterriume
Hy,HH C H glbt mit HyN H; = {O} und H = Hy + H; und P(l’o —|—ZE1) = xo fur
alle X € Ho,l’l € Hl.

(b) P ist eine Projektion (dh. P> = P = P*) genau dann, wenn zusitzlich Hy 1 H; gilt.
P ist dann die orthogonale Projektion auf Hy und wir schreiben H = PH & (PH)*.



