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Aufgabe 1 (10 Punkte). Vervollständigen Sie den Beweis von Satz 5.3 (3). Zeigen Sie
dazu die folgende Aussage:

Sei G ein zusammenhängender, k-regulärer Graph. Weiter seien λ0 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λn−1 die
Eigenwerte (mit Multiplizität) der Matrix P := 1

k
A(G), wobei A(G) die Adjazenzmatrix

von G bezeichne. Es gelte λn−1 = −1. Dann erfüllt jeder Eigenvektor x = (x1, . . . , xn)
T

von P zum Eigenwert λn−1 die Bedingung

|x1| = |x2| = · · · = |xn|

und die beiden Mengen

A := {i| xi > 0} und B := {i| xi < 0}

liefern eine Bipartition von G.

bitte wenden



Aufgabe 2 (25 Punkte!). In dieser Aufgabe wollen wir uns einige wesentliche Teile des
Satzes von Perron-Frobenius in einer speziellen Version für symmetrische Übergangsma-
trizen endlicher Markovketten erarbeiten.

Unter einer Übergangsmatrix (der Dimension n × n) verstehen wir im Folgenden eine
Matrix P = (pi,j)

n
i,j=1 mit Einträgen [P ]i,j = pi,j ∈ [0, 1], die die beiden Bedingungen

(i)
n∑

j=1

pi,j = 1 für alle i = 1, . . . , n,

(ii)
n∑

i=1

pi,j = 1 für alle j = 1, . . . , n

erfüllt. Eine Übergangsmatrix P nennen wir zusammenhängend, falls für beliebige
i, j ∈ {1, . . . , n} ein k ∈ N existiert, so dass [P k]i,j > 0 gilt.

Gegeben sei nun eine symmetrische Übergangsmatrix P der Dimension n × n. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

(a) Für jeden Eigenwert λ von P gilt |λ| ≤ 1.

(b) Die Übergangsmatrix P ist genau dann zusammenhängend, wenn es keine Permu-
tationsmatrix σ der Dimension n× n gibt, so dass σ−1Pσ in der Blockform

σ−1Pσ =

(
P1 0
0 P2

)
für zwei Übergangsmatrizen P1, P2 der Dimensionen n1 × n1 bzw. n2 × n2

mit n1, n2 ∈ N und n1 + n2 = n geschrieben werden kann.

Ab jetzt nehmen wir zusätzlich an, dass P zusammenhängend ist. Zeigen Sie weiter:

(c) Die Zahl 1 ist ein Eigenwert von P , der sogenannte Perron-Frobenius-Eigenwert von
P , und es gibt einen zugehörigen Eigenvektor x = (x1, . . . , xn)

T , der positiv ist (d.h.
er hat die Eigenschaft xi > 0 für i = 1, . . . , n).

(d) Der Eigenraum von P zum Eigenwert 1 ist eindimensional.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass jeder Eigenvektor 0 6= x′ = (x′1, . . . , x
′
n)

T zum
Eigenwert 1, der x′i ≥ 0 für i = 1, . . . , n erfüllt, schon positiv sein muss. Nehmen Sie
anschließend an, es gäbe einen zu x linear unabhängigen Eigenvektor y 6= 0 von P ,
und betrachten Sie x′ = x+ αy für ein geeignetes α ∈ R.

(e) Ist λ ein beliebiger Eigenwert von P , zu dem es einen positiven Eigenvektor
y = (y1, . . . , yn)

T gibt, dann muss bereits λ = 1 gelten.


