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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge, fiir die alle Mengen
A, x € P, endlich sind.

(a) Zeigen Sie, dass die im Beweis von Satz 11.5 konstruierte Funktion p € I(P) tat-
sachlich ein Inverses der Zeta-Funktion ( € I(P) ist, d.h., dass nicht nur p - ¢ = 4,
sondern auch ¢ - p = ¢ gilt.

(b) Beweisen Sie allgemeiner, dass eine Funktion o € I(P) genau dann in /(P) inver-
tierbar ist, wenn gilt
a(z,x) #0 fiir alle x € P.

Folgern Sie daraus, dass alle links- bzw. rechts-invertierbaren Elemente von I(P)
bereits invertierbar sind.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Fir n € N bezeichnen wir mit NC(n) die Menge der nicht-
kreuzenden Partitionen auf {1,...,n}: Eine Partition # = {Vi,...,V,.} von {1,...,n}
heifst

o kreuzend, falls es p1 < ¢1 < p2 < 2 in {1,...,n} gibt, so dass p; und py beide in
einem Block V}, und ¢; und ¢, beide in einem Block V] liegen, wobei aber k £ [,

e und nichtkreuzend, falls 7 nicht kreuzend ist.

Stellen wir Partitionen graphisch dar, dann sind die nichtkreuzenden — wie man es auch
erwarten wiirde — gerade die, fiir die unter den Linien, die die Elemente eines Blocks
miteinander verbinden, keine Kreuzungen auftreten. Beispielsweise ist

m=1{(1,8,9,10),(2,7),(3,4,5),(6)} € NC(10) = 12345678910
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(a) Stellen Sie alle Partitionen in NC(n) fiir n = 1,2, 3,4,5 analog zu obigem Beispiel
graphisch dar.
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(b) Fiirn € Nundi = 1,...,n bezeichnen wir mit NC(n) die Menge aller Partitionen
m € NC(n), fiir die ¢ das grokte Element in demjenigen Block V' von 7 mit 1 € V
ist. Finden Sie Bijektionen

NCOD(n) - NCY(;) x NC(n —i) und  NCO(;) - NC(i —1).
(c) Zeigen Sie mithilfe von Aufgabenteil (b), dass die Anzahl der Elemente von NC(n)

gegeben ist durch | NC(n)| = C,,, wobei C,, die n-te Catalan-Zahl bezeichnet.
Die Folge (C,,)>2, der Catalan-Zahlen ist rekursiv bestimmt durch Cj := 1 und

C, = Z C, ,C,_;  fiir alle n > 1.
=1

Aufgabe 3 (10 Punkte).
(a) Sei (L, <) eine endliche, partiell geordnete Menge mit den folgenden Eigeschaften:
e In (L, <) gibt es ein maximales Element 17, d.h. es existiert ein Element 1, € L,
so dass x < 1y, fiir alle x € L gilt.
e Fir je zwei Elementen z,y € L besitzt die Menge
Ay ={z€l] z<zund z <y}

ein (eindeutiges) maximales Element z Ay, d.h. es gibt ein z Ay € A, ,, so dass

z <z Ay fir alle z € A, erfiillt ist.
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Zeigen Sie, dass (L, <) dann bereits ein Verband ist.

(b) Als Teilmenge der Menge aller Partitionen von {1,...,n} stellt auch NC(n) eine
partiell geordnete Menge dar. Beweisen Sie, dass NC(n) versehen mit dieser Ord-
nungsrelation sogar ein Verband ist.

Wie sehen das maximale und das minimale Element 0,, bzw. 1,, von NC(n) aus?

Aufgabe 4 (10 Punkte). Fiir alle 7,0 € NC(n) mit 7 < o setzen wir im Folgenden
[m,0] :={r € NC(n)| 7 <7 < 0c}.
Zeigen Sie:
(a) Fir alle 7,0 € NC(n) mit 7 < o gibt es einen Verband-Isomorphismus

o] = [ Ixlv. Lv)-
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(b) Fiir alle 0 € NC(n) kann man eine kanonische Folge (k1, ..., k,) von nicht-negativen
ganzen Zahlen finden, so dass es einen Verband-Isomorphismus gibt

[0,,0] & NC(1)F x NC(2)%2 x --- x NC(n)*".

Bemerkung: Mit etwas mehr Aufwand (und unter Verwendung des sogenannten Kreweras-
Komplements T — K(7), mit dessen Hilfe man ein Intervall der Form [r, 1] in [0f, K (7)]
tiberfiihren kann) kann man zeigen, dass es zu jedem Intervall |7, o] eine kanonische Folge
(k1, ..., k) von nicht-negativen ganzen Zahlen gibt mit

[7,0] = NC(1)" x NC(2)*2 x - - x NC(n)*.



