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Aufgabe 1 (446 Punkte). (a) Wir betrachten die beiden Funktionen
f: R—R, z+(z+1)> und g: R— R, z+—22—-1
Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen von fo f, fog, go f und gog.

(b) Gegeben seien zwei Funktionen f: X — Y und g : Y — Z. Zeigen Sie: Sind f und
g injektiv (bzw. surjektiv), dann ist auch ihre Komposition g o f : X — Z injektiv
(bzw. surjektiv).

Aufgabe 2 (10 Punkte). Bestimmen Sie die Menge aller x € R, fiir die gilt
(-2 —1<9— (v —4)

Aufgabe 3 (10 Punkte + 5 Zusatzpunkte*). Ungleichungen spielen in der Mathema-
tik eine fast noch wichtigere Rolle als Gleichungen. In dieser Aufgabe widmen wir uns
zwei fundamentalen Ungleichungen, die zum Handwerkszeug eines jeden Mathematikers
gehoren.

(a) Fiir reelle Zahlen a,b > 0 definieren wir ihr arithmetisches Mittel A(a,b) := 2
sowie ihr geometrisches Mittel G(a,b) := Vab. Rechnen Sie nach, dass

%([ _ \/5)2 — A(a,b) — G(a,b)

gilt, und leiten Sie damit die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen
Mittel A(a,b) > G(a,b) her.

(b)* Geben Sie einen geometrischen Beweis fiir die Ungleichung zwischen dem arithmeti-
schen und geometrischen Mittel. Verwenden Sie dazu den aus der Schule bekannten
Hohensatz fiir rechtwinklige Dreiecke sowie den Satz des Thales.

bitte wenden



(¢) Fiir a,b > 0 definieren wir ferner das harmonische Mittel H(a,b) := 222, Rechnen

. a+b
Sie nach, dass

—_

H(a,b) =

AL und G(a,b) = G(H(a,b), A(a,b)).

Folgern Sie daraus mithilfe von (a) die Ungleichung vom harmonischen und geome-
trischen Mittel G(a,b) > H(a,b).

Aufgabe 4 (5+5 Punkte). Mit R? bezeichnen wir die Menge aller geordneten Paare (x, )
reeller Zahlen x,y € R, d.h. R? = {(z,y) | z,y € R}; die Elemente von R? lassen sich als
Punkte in einem z-y-Koordinatensystem veranschaulichen.

Betrachten Sie die Teilmengen A, B und C von R?, die gegeben sind durch

A::{(x,y)eRng—y]Sl} und B::{(x,y)€R2‘|x—l—y|<1},

sowie
C:={(z,y) e R*| |z + |y| < 1}.

(a) Stellen Sie die Mengen A und B in einem gemeinsamen x-y-Koordinatensystem dar.

(b) Begriinden Sie, dass AN B = C.



