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Aufgabe 1 (10 Punkte). Es seien (a,)nen und (by,)nen zwei Folgen reeller Zahlen, wobei

o (ay)nen eine Nullfolge ist (d.h. (a,)nen ist konvergent mit Grenzwert 0) und

o (b,)nen eine beschrankte Folge ist (d.h. es gibt eine Konstante C' > 0, sodass |b,| < C
fir alle n € N gilt).

Zeigen Sie, dass dann (a,, - b,)nen ebenfalls eine Nullfolge ist.

Aufgabe 2 (4 x 2,5 Punkte). Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

(a) ; (nl!)2 (b) ;NQ
o R 0 ()

Aufgabe 3 (3 + 5 + 2 Punkte + 5* Zusatzpunkte). Gegeben sei x € R mit |z| < 1.

(a) Bestitigen Sie mithilfe des Quotientenkriteriums die Konvergenz der Reihe

o0

Z(n—l— 1)z".

n=0
(b) Zeigen Sie unter Verwendung geeigneter Rechenregeln fiir Reihen, dass
(1—2) Z(n +1)z" = Zx"
n=0 n=0

(c) Folgern Sie aus den Uberlegungen in Aufgabenteil (b), dass gilt

(e}

Z(n +1)a" = a —1x)2 (1)

n=0

(d)* Geben Sie mithilfe von Satz 7.18 (2) der Vorlesung einen weiteren Beweis fiir (1).

bitte wenden



Aufgabe 4 (2 + 4 + 2 + 2 Punkte). In Aufgabe 4 (b) auf Blatt 5 haben wir die
Konvergenz der Reihe > 77, k% nachgewiesen, jedoch ohne den Wert S dieser Reihe zu
bestimmen. Im Allgemeinen ist das ein ungleich schwierigeres Problem und oftmals sind
keine exakten Werte bekannt. Bemerkenswerterweise kann man aber in diesem konkreten
Fall zeigen (was Sie jedoch nicht tun miissen und wofiir die bisherigen Werkzeuge der
. . . 2 .
Vorlesung auch noch nicht ausreichen wiirden!), dass S = % gilt.
Ziel dieser Aufgabe ist es, zumindest einen ,nachweislich guten Naherungswert fiir S zu

bestimmen. Dabei gehen wir wie folgt vor:

(a) Wie in Aufgabe 4 (b) auf Blatt 5 bezeichnen wir fiir n € N mit S, := Y} | 7 die
n-te Partialsumme der Reihe )7, 1%2 Begriinden Sie, warum fiir alle n € N gilt

0<S-65,= i %

k=n+1

(b) Zeigen Sie dhnlich wie in Aufgabe 4 (b) auf Blatt 5, dass fiir alle m > n + 1 gilt

m m m—1
12 1 ® 1 o1 1
2 - —
k=n-+1 k k=n+1 (k 1)k k—=n k(k + 1) n m

Begriinden Sie dazu jeden der Schritte ®, @ und ®.

(c) Fiihren Sie in (b) den Grenziibergang m — oo durch und folgern Sie damit aus (a),

dass gilt

1
0<S-5,<—.
n

(d) Bestimmen Sie mithilfe von (d) eine Dezimalzahl, die S mit einem Fehler von hochs-

tens % annahert.



