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Aufgabe 1 (5 + 5 Punkte). Fiir ein beliebiges a € R betrachten wir die Funktion

ax® —1, fiirz <2

fo: R— R, z+— . :
5—2x, firz>2

(a) Zeichnen Sie den Graphen von f, in den beiden Féllen a = 1 und a = 1.

(b) Gibt es ein a € R, fiir das die Funktion f, auf ganz R stetig ist?

Aufgabe 2 (5 + 5 Punkte + 5* Zusatzpunkte). (a) Es seien I # () ein Intervall und
f I — R eine Funktion auf I. Wir nehmen an, dass es eine Konstante L > 0 gibt,
sodass die Bedingung

@)= F@ < Lle—y|  firalle 2,y € I 1)
erfiillt ist. Zeigen Sie, dass f auf [ stetig ist.

Bemerkung: Ist f : I — R eine Funktion, die die Bedingung (1) erfiillt, dann sagen wir ,,f ist

Lipschitz-stetig und nennen L eine Lipschitz-Konstante von f.

(b) Weisen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a) die Stetigkeit der Wurzelfunktion
f:[0,00) — R, x+——

auf dem offenen Intervall (0, c0) nach. Zeigen Sie dazu, dass die Einschrankung von
f auf jedes Intervall der Form (e, 00) mit beliebigem € > 0 die Bedingung

F() - Fy)] < %

erfiillt, d.h. gilt (1) mit I = (¢,00) und L =

|z —y| fir alle z,y € (g, 00)

1
/e
Tipp: Fir z,y > 0 gilt (vz — /y)(Vz +/y) =z —y.
(c)* Ist f auch bei = 0 stetig? Begriinden Sie Thre Antwort.

bitte wenden



Aufgabe 3 (5 + 5 Punkte). (a) Essei f: R — R eine stetige Funktion mit der Eigen-
schaft f(0) = 1. Ferner sei (a,),en eine Folge reeller Zahlen, die gegen 2 konvergiert.

Begriinden Sie, dass
a, a? — 5a, + 6
li n n _
ng?o4+agf( 1+ 2a2 >

1
n
(b) Berechnen Sie den Grenzwert

lim n(\/l +n? — n)

n—oo

Tipp: Nutzen Sie erneut aus, dass (v — /y)(v* + \/y) = x — y fiir beliebige 2,y > 0 gilt, und

verwenden Sie anschliefend das Resultat aus Aufgabe 2 (b).

Aufgabe 4 (2 + 8 Punkte). (a) Stellen Sie die beiden Funktionen
f: R—R, z+—4—2°
g: R—R, z+——¢€

in einem gemeinsamen Koordinatensystem iiber dem Intervall [—2, 3] dar.

(b) Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes (Satz 8.6 der Vorlesung), dass die Glei-

chung

4—a?=e"
iiber der Grundmenge R der reellen Zahlen mindestens zwei verschiedene Losungen
besitzt.

Zusatzaufgabe® (10* Zusatzpunkte). Um Funktionen f : R — RT, die Werte sehr
unterschiedlicher Grofenordnungen in RT := {# € R | > 0} annehmen, graphisch dar-
zustellen, bietet sich die Verwendung eines halblogarithmisches Diagramms an; in einem
solchen Koordinatensystem ist die y-Achse logarithmisch skaliert, wiahrend die x-Achse
unskaliert bleibt.

Nachfolgend sind in einem solchen halblogarithmischen Diagramm die Wertepaare von
zwei Funktionen f; : R — R* (blau) und f5 : R — R™ (rot) eingetragen.

10°
10*
= 10°
10?

10

100 | | | | | |

Bestimmen Sie passende Funktionsgleichungen fiir f; und f.



