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Aufgabe 1 (5 + 5 Punkte). (a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion

3 1
f: R— R, xl—>——sin<—x—z).
2 2 4
(b) Nachfolgend ist der Graph einer periodischen Funktion g : R — R dargestellt.

Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung fiir g.

Aufgabe 2 (5 + 5 Punkte). Wir betrachten das Polynom p(z) = 23 — 32 — 6x + 8.

(a) Bestéitigen Sie durch direktes Nachrechnen, dass x = 1 eine Nullstelle von p ist.
Bestimmen Sie anschlieftend mittels Polynomdivision ein Polynom ¢, fiir das

p(z) = (x —1) - ()
gilt. Ermitteln Sie damit die iibrigen Nullstellen von p.

(b) Bestimmen Sie mittels Polynomdivision Polynome a und b, fiir die gilt

p(z) = (2* — 1) - a(z) + b(x).

Aufgabe 3 (5 + 5 Punkte). Bestimmen Sie Partialbruchzerlegungen fiir die beiden ra-
tionalen Funktionen
x 2 —1

f@) 24+ —2 un 9(z) x3 + 222

bitte wenden



Aufgabe 4 (2 + 8 Punkte). (a) Stellen Sie die beiden Funktionen
f:[0,00) — R, x+——e” und  ¢g: [0,00) — R, z+—— sin(z)
in einem gemeinsamen Koordinatensystem iiber dem Intervall [0, 47| dar.
(b) Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Gleichung
e =sin(z), ze€R

auf jedem der Intervalle I}, := (2(k — 1), (2k — 1)m) fiir & € N mindestens zwei
Losungen besitzt.

Zusatzaufgabe® (5 + 5 Punkte). Der Zerfall radioaktiver Nuklide l4sst sich durch Ex-
ponentialfunktionen beschreiben. Gibt m(t) die Masse der Substanz zum Zeitpunkt ¢ an,
dann gilt m(t) = mee™, wobei my = m(0) die Masse zum Zeitpunkt t = 0 und X\ > 0
die Zerfallskonstante der Substanz bezeichnen.

(a) Unter der Halbwertszeit Ty, versteht man die Zeitspanne, in der die Hilfte der
In(2)
Tiys
(b) Das radioaktive Isotop *Pu hat eine Halbwertszeit von 24110 Jahren. Wie lange

dauert es, bis von einer Probe der Masse 2 g weniger als 0,01 g iibrig ist?

anfinglichen Masse mg zerfallen ist. Zeigen Sie, dass gilt A\ =

Zusatzaufgabe* (3 + 7 Punkte). Fiir eine Folge (ay,)nen, reeller Zahlen betrachten wir
die zugehorige Potenzreihe Yoo ganx”™. Wir nehmen an, dass es ein ry > 0 gibt, sodass
die Bedingung {/|a,| < -~ fur alle n € Ny erfiillt ist.

(a) Bestéitigen Sie mlthllfe des Wurzelkriteriums, dass die Reihe > >
x € R mit |z| < ry absolut konvergiert.

neo an™ fiir jedes

(b) Nach Aufgabenteil (a) definiert die Potenzreihe auf Iy := (—rg,ry) eine Funktion
fily = Raxw— Y2 a,x" Zeigen Sie, dass f auf jedem Intervall der Form
I = (—r,r) mit 0 < r < ro Lipschitz-stetig ist.

Hinweis: Sie diirfen dabei ohne Beweis verwenden, dass

af —axh = (r1 — 29 Zxk 1 xy k fiir alle n € N und 1,22 € R.

Zusatzaufgabe® (10 Punkte). Wir betrachten die beiden Polynome

p(z) = 222 — 3122 — 12 und q(z) =2 — 1.
Welchen Rest lédsst p bei der Division mit g7

Tipp: Lassen Sie sich von Aufgabe 2 (b) inspirieren.

Wair winschen Ihnen frohe Weithnachten
und einen guten Rutsch ins Jahr 2020!



