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Proposition (Homogenitét)
Sei f eine nichtkommutative Funktion auf einer nichtkommutativen Menge Q. Ist Q
rechts bzw. links zulédssig dann gilt

ARf(X,Y)(rZ) =rAgf(X,Y)(Z)

bzw.
A fX,V)(rZ)=rA f(X,Y)(Z)

fir jedes X € Q,, Y € Q,,, Z € M™" bzw. Z € MA™" und r € R. Das heifit nichts
Anderes als dass die Abbildungen

Z = Apf(X,Y)(Z)
ﬂnxm_)/y‘nxm

bzw.

Z - A f(X,Y)Z)
ﬂmxn_)/,/mxn

im Sinne der Operatoren-Theorie homogen sind.

Proposition (Additivitét)

Seien f, Q wie oben, dann gilt: Ist Q rechts bzw. links zuldssig dann sind Ay f(X,Y)(Z)
bzw. A; f(X,Y)(Z) additive Operatoren. Das heift, ist Q rechts bzw. links zuléssig und
sind XeQ,undY e€Q, Z,Z' € M™" bzw. Z,Z' € M™" so gilt

ApfX,YNZ + Z') = Apf(X,Y)(Z) + Ap f(X,Y)(Z")

bzw.
A fX,YNZ+Z)=A (X, YNZ)+ AL f(X,Y)(Z')

Proposition (Eigenschaften Transposition)
Sei Q C M, und f nichtkommutativ.

1. ist Q nichkommutativ, so gilt dies auch fiir
ol = xT|xeQ)cwu,
2. Ist f: Q— /), nichtkommutativ, dann gilt dies auch fir

ff. ol -,
X e fT(X)

wobei fT(X) := f(XTT.



3. Ist Q rechts bzw. links zulissig, so ist Q7 links bzw. rechts zuléissig und es gilt
ApfTX.YNZ) = (AL fXTYT(ZT)!

bzw.
AL fTXYXNZ) = (Arf(XT YD) (ZT)T

Proposition (Rechenregeln)
1. Sei f: M, — N, konstant, das heiflt es gelte f(X)=c-I, fiiralle X € Q,,neN
und ein ¢ € A dann gilt

ARf(X,Y)Z)=0=Arf(X,Y)(Z)
firalle X €Q,, Y €Q,, und Z € M™" bzw. Z € M"™"

2. Sind f,g: Q>

ne’

Q rechts bzw. links zuléssig und a,b € Z so gilt
Aglaf +bg)(X,Y)Z) = alArf(X,Y)Z)+ bArg(X,Y)Z)

bzw.
Aj(af +bg)( X, Y)Z)=aA f(X,YNZ)+bA f(X,Y)Z)

3. Seil: M — N eine R-lineare Abbildung. Wir erweitern I zu einer lineare Abbil-
dung von "™ nach 4™ durch I(lu;;1) = [U(w;], wobei n,m € N. Dann ist /
eine nichtkommutative Funktion von ,. nach /4, und Ag/(X,Y)(Z) =I(Z) und
ebenfalls A, I(X,Y)(Z) = I(Z) fiir alle X,Y, Z mit entsprechenden Groéflen. Ist
insbesondere /; : (R, = R, die Projektion auf die j-te Koordinate, d.h.

LX) =1,(Xy,....Xg) = X,

dann gilt Arl(X,Y)(Z) = Z; und ALX,Y)Z) = Z; fiir alle d-Tupel von Ma-
tritzen X,Y, Z iiber # mit entsprechender Groéfle.

4. Seien f: Q = N, g: Q — 0, nichtkommutative Funktionen auf einer rechts bzw.
links zulassigen Menge Q C /,.. Weiter nehmen wir an, dass wir ein links- und
rechts-distributives Produkt auf . X 0, das mit Operationen von &% kommutiert
und Werte in einem %#-Modul & annimmt (etwa eine lineare Abbildung /' @4, 0 —
&) haben. Dieses konnen wir auf Matritzen iiber /' und O erweitern. Dann ist

f-g: Q— P, eine nichtkommutative Funktion und es gilt
AR(Sf - (X, Y)(Z) = f(X) - Apg(X,Y)(Z) + Apf(X,Y)(Z) - g(Y)
Ap(f - X, Y)Z) = ALf(X,Y)Z) - g(X)+ f(Y) - Arg(X,Y)(Z)

5. Ist f: Q - 4, eine nichtkommutative Funktion und Q eine rechts bzw. links
zuléssige nichtkommutative Menge, wobei &/ eine unitale Algebra iiber & ist. Wir
definieren

[So]
Qv = H{X € Q,: f(X) ist invertierbar in &/™"}

n=1



Dann ist Q™ eine rechts bzw. links zulédssige nichtkommutative Menge und
i o o
X 70
mit f~1(X) := f(X)™! eine nichtkommutative Funktion. Weiter gilt dann
ApfT X YNZ) = =fX) T B f X VXD f()!

bzw.f
AL X YNZ) = —f() T ALFXL YN Z2) F(X) ™!

. Seien f: Q — A, und g: A = O, fiir nichtkommutative rechts bzw. links

zuldssige Mengen Q C M ,., A C N, mit f(Q) C A, dann ist go f: Q — O,, eine
nichtkommutative Funktion und es gilt
AR(f &)X, Y)(Z) = Arg(f(X), FXNARS(X,Y)(Z))

bzw.

Ap(fo)X.Y)Z) = Arg(f(X), FXNALf(X.Y)(Z))

Proposition (Zusammenfassung 2.15 und 2.18)

Sei f: Q = J,, nichkommutative Funktion auf einer rechts bzw. links zuléssigen Menge
QC M,. dann gilt:

1.

Apf(X; @ Xp,Y)(col [Z), Z,]) = col [Apf (X1, YNZ)), Apf (Xp. YN(Z))]
fir alle ny,ny,,meN, X, €Q,, X, €Q,,Y €Q,, Z, € 4", Z, € M™""
Apf(X) @ X,, Y)(ow [Z, Z,]) = row [Ap f(X 1, YNZ)), AL f (X5, Y)(Z))]

fiir alle n;,my,meN, X, €Q, , X, €Q, Y €Q,, Z, € M™™, Z, € M™"™

ARf(X. Y @ Yp)(row [Zy, Z,]) = row [AR f(X, Y| )(Z)), AR f (X, Y,)(Z,)]
fiir alle m;,m),n €N, Y, €Q, .Y, €Q, , X€Q,, Z € 4™, Z, € M"™™
Apf(X, Y @ Yy)(col [Z), Z,]) = col [Apf(X,Y|)(Z)), Apf (X, Y,)(Z))]

fir alle my,m),n €N, Y, €Q, , Y, €Q,,X€Q, . Z € 4™, Z, € M™"

Apf(TXT L Y)TZ)=TArf(X,Y)Z)

firallen,meN, X €Q,, Y € Q,, Z € 4™ und invertierbare T € Z™" mit der
Eigenschaft TXT™! € Q,.

AL f(TXT L YXTZ)= A f(X,YX(Z)T™

firallen,meN, X €Q,, Y €Q,, Z € #™" und invertierbare T € Z™" mit der
Eigenschaft TXT™!' € Q,.



ARf(X,SYS™)NSZ) = Apf(X,Y)(Z)S™!

firallen,me N, X € Q,, Y € Q,, Z € #™" und invertierbare S € Z™" mit
der Eigenschaft SYS™! € Q,,.

ALf(X,SYS™N(SZ) = SALf(X,Y)(Z)
fir allen,meN, X € Q,, Y € Q,,, Z € 4™ und invertierbare S € "™ mit

der Eigenschaft SYS™!' e Q, .

TX =XT = TAxf(X,Y)Z)=Apf(X,Y)TZ)
fir alle n,iimeNX€Q,, X €Q,, Y €Q,, Z € M™" T € R™";

XT=TX = A fX,Y)Z)T =A,f(X,Y)ZT)

fir alle n,iimeNX€Q,, X€Q,, Y E€Q,, Z € M™" T € ™"

YS=8SY = Apf(X,Y)Z)S=Arf(X,Y)ZS)
fir alle n,mmeNY €Q,,, Y €Q,, X €Q,, Z € M"™", S € B™™,

SY=YS = SA f(X,YXZ)=Arf(X,Y)SZ)

fir alle n,m,meN)Y € Q,,, Y €Q., X €Q,, Z € M™", T € R™"™;



