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Proposition (Homogenität)
Sei 𝑓 eine nichtkommutative Funktion auf einer nichtkommutativen Menge Ω. Ist Ω
rechts bzw. links zulässig dann gilt

Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑟𝑍) = 𝑟Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

bzw.
Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑟𝑍) = 𝑟Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

für jedes 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍 ∈ ℳ𝑛×𝑚 bzw. 𝑍 ∈ ℳ𝑚×𝑛 und 𝑟 ∈ ℛ. Das heißt nichts
Anderes als dass die Abbildungen

𝑍 ↦ Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)
ℳ𝑛×𝑚 → 𝒩 𝑛×𝑚

bzw.

𝑍 ↦ Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)
ℳ𝑚×𝑛 → 𝒩 𝑚×𝑛

im Sinne der Operatoren-Theorie homogen sind.

Proposition (Additivität)
Seien 𝑓 , Ω wie oben, dann gilt: Ist Ω rechts bzw. links zulässig dann sind Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)
bzw. Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) additive Operatoren. Das heißt, ist Ω rechts bzw. links zulässig und
sind 𝑋 ∈ Ω𝑛 und 𝑌 ∈ Ω𝑚 𝑍, 𝑍′ ∈ ℳ𝑛×𝑚 bzw. 𝑍, 𝑍′ ∈ ℳ𝑛×𝑚 so gilt

Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍 + 𝑍′) = Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) + Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍′)

bzw.
Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍 + 𝑍′) = Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) + Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍′)

Proposition (Eigenschaften Transposition)
Sei Ω ⊆ ℳ𝑛𝑐 und 𝑓 nichtkommutativ.

1. ist Ω nichkommutativ, so gilt dies auch für

Ω𝑇 ∶= {𝑋𝑇 |𝑋 ∈ Ω} ⊆ ℳ𝑛𝑐

2. Ist 𝑓 ∶ Ω → 𝒩𝑛𝑐 nichtkommutativ, dann gilt dies auch für

𝑓 𝑇 ∶ Ω𝑇 → 𝒩𝑛𝑐
𝑋 ↦ 𝑓 𝑇 (𝑋)

wobei 𝑓 𝑇 (𝑋) ∶= 𝑓(𝑋𝑇 )𝑇 .
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3. Ist Ω rechts bzw. links zulässig, so ist Ω𝑇 links bzw. rechts zulässig und es gilt

Δ𝑅𝑓 𝑇 (𝑋, 𝑌 )(𝑍) = (Δ𝐿𝑓(𝑋𝑇 , 𝑌 𝑇 )(𝑍𝑇 ))𝑇

bzw.
Δ𝐿𝑓 𝑇 (𝑋, 𝑌 )(𝑍) = (Δ𝑅𝑓(𝑋𝑇 , 𝑌 𝑇 )(𝑍𝑇 ))𝑇

Proposition (Rechenregeln)
1. Sei 𝑓 ∶ ℳ𝑛𝑐 → 𝒩𝑛𝑐 konstant, das heißt es gelte 𝑓(𝑋) = 𝑐 ⋅ 𝐼𝑛 für alle 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑛 ∈ ℕ

und ein 𝑐 ∈ 𝒩 dann gilt

Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 0 = Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

für alle 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚 und 𝑍 ∈ ℳ𝑛×𝑚 bzw. 𝑍 ∈ ℳ𝑚×𝑛

2. Sind 𝑓, 𝑔 ∶ Ω → 𝒩𝑛𝑐, Ω rechts bzw. links zulässig und 𝑎, 𝑏 ∈ ℛ so gilt

Δ𝑅(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 𝑎Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) + 𝑏Δ𝑅𝑔(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

bzw.
Δ𝐿(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 𝑎Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) + 𝑏Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

3. Sei 𝑙 ∶ ℳ → 𝒩 eine ℛ-lineare Abbildung. Wir erweitern 𝑙 zu einer lineare Abbil-
dung von ℳ𝑛×𝑚 nach 𝒩 𝑛×𝑚 durch 𝑙([𝜇𝑖𝑗]) = [𝑙(𝜇𝑖𝑗)], wobei 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. Dann ist 𝑙
eine nichtkommutative Funktion von ℳ𝑛𝑐 nach 𝒩𝑛𝑐 und Δ𝑅𝑙(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 𝑙(𝑍) und
ebenfalls Δ𝐿𝑙(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 𝑙(𝑍) für alle 𝑋, 𝑌 , 𝑍 mit entsprechenden Größen. Ist
insbesondere 𝑙𝑗 ∶ (ℛ𝑑)𝑛𝑐 → ℛ𝑛𝑐 die Projektion auf die j-te Koordinate, d.h.

𝑙𝑗(𝑋) = 𝑙𝑗(𝑋1, … , 𝑋𝑑) = 𝑋𝑗

dann gilt Δ𝑅𝑙𝑗(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 𝑍𝑗 und Δ𝐿𝑙𝑗(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 𝑍𝑗 für alle 𝑑-Tupel von Ma-
tritzen 𝑋, 𝑌 , 𝑍 über ℛ mit entsprechender Größe.

4. Seien 𝑓 ∶ Ω → 𝒩𝑛𝑐, 𝑔 ∶ Ω → 𝒪𝑛𝑐 nichtkommutative Funktionen auf einer rechts bzw.
links zulässigen Menge Ω ⊆ ℳ𝑛𝑐. Weiter nehmen wir an, dass wir ein links- und
rechts-distributives Produkt auf 𝒩 × 𝒪 , das mit Operationen von ℛ kommutiert
und Werte in einem ℛ-Modul 𝒫 annimmt (etwa eine lineare Abbildung 𝒩 ⊗ℛ 𝒪 →
𝒫 ) haben. Dieses können wir auf Matritzen über 𝒩 und 𝒪 erweitern. Dann ist
𝑓 ⋅ 𝑔 ∶ Ω → 𝒫𝑛𝑐 eine nichtkommutative Funktion und es gilt

Δ𝑅(𝑓 ⋅ 𝑔)(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = 𝑓(𝑋) ⋅ Δ𝑅𝑔(𝑋, 𝑌 )(𝑍) + Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) ⋅ 𝑔(𝑌 )

Δ𝐿(𝑓 ⋅ 𝑔)(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) ⋅ 𝑔(𝑋) + 𝑓(𝑌 ) ⋅ Δ𝐿𝑔(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

5. Ist 𝑓 ∶ Ω → 𝒜𝑛𝑐 eine nichtkommutative Funktion und Ω eine rechts bzw. links
zulässige nichtkommutative Menge, wobei 𝒜 eine unitale Algebra über ℛ ist. Wir
definieren

Ω𝑖𝑛𝑣 =
∞

∐
𝑛=1

{𝑋 ∈ Ω𝑛 ∶ 𝑓(𝑋) ist invertierbar in 𝒜 𝑛×𝑛}
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Dann ist Ω𝑖𝑛𝑣 eine rechts bzw. links zulässige nichtkommutative Menge und

𝑓 −1 ∶ Ω𝑖𝑛𝑣 → 𝒜𝑛𝑐

𝑋 ↦ 𝑓 −1(𝑋)

mit 𝑓 −1(𝑋) ∶= 𝑓(𝑋)−1 eine nichtkommutative Funktion. Weiter gilt dann

Δ𝑅𝑓 −1(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = −𝑓(𝑋)−1Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)𝑓(𝑌 )−1

bzw.f
Δ𝐿𝑓 −1(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = −𝑓(𝑌 )−1Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)𝑓(𝑋)−1

6. Seien 𝑓 ∶ Ω → 𝒩𝑛𝑐 und 𝑔 ∶ Λ → 𝒪𝑛𝑐 für nichtkommutative rechts bzw. links
zulässige Mengen Ω ⊆ ℳ𝑛𝑐, Λ ⊆ 𝒩𝑛𝑐 mit 𝑓(Ω) ⊆ Λ, dann ist 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ Ω → 𝒪𝑛𝑐 eine
nichtkommutative Funktion und es gilt

Δ𝑅(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = Δ𝑅𝑔(𝑓(𝑋), 𝑓 (𝑌 ))(Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍))

bzw.
Δ𝐿(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = Δ𝐿𝑔(𝑓(𝑋), 𝑓 (𝑌 ))(Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍))

Proposition (Zusammenfassung 2.15 und 2.18)
Sei 𝑓 ∶ Ω → 𝒩𝑛𝑐 nichkommutative Funktion auf einer rechts bzw. links zulässigen Menge
Ω ⊆ ℳ𝑛𝑐 dann gilt:

1.
Δ𝑅𝑓(𝑋1 ⊕ 𝑋2, 𝑌 )(col [𝑍1, 𝑍2]) = col [Δ𝑅𝑓(𝑋1, 𝑌 )(𝑍1), Δ𝑅𝑓(𝑋2, 𝑌 )(𝑍2)]

für alle 𝑛1, 𝑛2, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑋1 ∈ Ω𝑛1
, 𝑋2 ∈ Ω𝑛2

, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍1 ∈ ℳ𝑛1×𝑚, 𝑍2 ∈ ℳ𝑛2×𝑚

Δ𝐿𝑓(𝑋1 ⊕ 𝑋2, 𝑌 )(row [𝑍1, 𝑍2]) = row [Δ𝐿𝑓(𝑋1, 𝑌 )(𝑍1), Δ𝐿𝑓(𝑋2, 𝑌 )(𝑍2)]

für alle 𝑛1, 𝑛2, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑋1 ∈ Ω𝑛1
, 𝑋2 ∈ Ω𝑛2

,𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍1 ∈ ℳ𝑚×𝑛1 , 𝑍2 ∈ ℳ𝑚×𝑛2

2.
Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌1 ⊕ 𝑌2)(row [𝑍1, 𝑍2]) = row [Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌1)(𝑍1), Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌2)(𝑍2)]

für alle 𝑚1, 𝑚2, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑌1 ∈ Ω𝑚1
, 𝑌2 ∈ Ω𝑚2

, 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑍1 ∈ ℳ𝑛×𝑚1 , 𝑍2 ∈ ℳ𝑛×𝑚2

Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌1 ⊕ 𝑌2)(col [𝑍1, 𝑍2]) = col [Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌1)(𝑍1), Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌2)(𝑍2)]

für alle 𝑚1, 𝑚2, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑌1 ∈ Ω𝑚1
, 𝑌2 ∈ Ω𝑚2

, 𝑋 ∈ Ω𝑛 ,𝑍1 ∈ ℳ𝑚1×𝑛, 𝑍2 ∈ ℳ𝑚2×𝑛

3.
Δ𝑅𝑓(𝑇 𝑋𝑇 −1, 𝑌 )(𝑇 𝑍) = 𝑇 Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

für alle 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍 ∈ ℳ𝑛×𝑚 und invertierbare 𝑇 ∈ ℛ𝑛×𝑛 mit der
Eigenschaft 𝑇 𝑋𝑇 −1 ∈ Ω𝑛.

Δ𝐿𝑓(𝑇 𝑋𝑇 −1, 𝑌 )(𝑇 𝑍) = Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)𝑇 −1

für alle 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍 ∈ ℳ𝑚×𝑛 und invertierbare 𝑇 ∈ ℛ𝑛×𝑛 mit der
Eigenschaft 𝑇 𝑋𝑇 −1 ∈ Ω𝑛.
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4.
Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑆𝑌 𝑆−1)(𝑆𝑍) = Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)𝑆−1

für alle 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍 ∈ ℳ𝑛×𝑚 und invertierbare 𝑆 ∈ ℛ𝑚×𝑚 mit
der Eigenschaft 𝑆𝑌 𝑆−1 ∈ Ω𝑚.

Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑆𝑌 𝑆−1)(𝑆𝑍) = 𝑆Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)

für alle 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍 ∈ ℳ𝑚×𝑛 und invertierbare 𝑆 ∈ ℛ𝑚×𝑚 mit
der Eigenschaft 𝑆𝑌 𝑆−1 ∈ Ω𝑚.

5.
𝑇 𝑋 = �̃�𝑇 ⟹ 𝑇 Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = Δ𝑅𝑓(�̃�, 𝑌 )(𝑇 𝑍)

für alle 𝑛, ̃𝑛, 𝑚 ∈ ℕ,𝑋 ∈ Ω𝑛, �̃� ∈ Ω ̃𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍 ∈ ℳ𝑛×𝑚, 𝑇 ∈ ℛ ̃𝑛×𝑛;

𝑋𝑇 = 𝑇 �̃� ⟹ Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)𝑇 = Δ𝐿𝑓(�̃�, 𝑌 )(𝑍𝑇 )

für alle 𝑛, ̃𝑛, 𝑚 ∈ ℕ,𝑋 ∈ Ω𝑛, �̃� ∈ Ω ̃𝑛, 𝑌 ∈ Ω𝑚, 𝑍 ∈ ℳ𝑚×𝑛, 𝑇 ∈ ℛ𝑛× ̃𝑛;

6.
𝑌 𝑆 = 𝑆 ̃𝑌 ⟹ Δ𝑅𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍)𝑆 = Δ𝑅𝑓(𝑋, ̃𝑌 )(𝑍𝑆)

für alle 𝑛, 𝑚, �̃� ∈ ℕ,𝑌 ∈ Ω𝑚, ̃𝑌 ∈ Ω�̃�, 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑍 ∈ ℳ𝑛×𝑚, 𝑆 ∈ ℛ𝑚×�̃�;

𝑆𝑌 = ̃𝑌 𝑆 ⟹ 𝑆Δ𝐿𝑓(𝑋, 𝑌 )(𝑍) = Δ𝑅𝑓(𝑋, ̃𝑌 )(𝑆𝑍)

für alle 𝑛, 𝑚, �̃� ∈ ℕ,𝑌 ∈ Ω𝑀 , ̃𝑌 ∈ Ω�̃�, 𝑋 ∈ Ω𝑛, 𝑍 ∈ ℳ𝑚×𝑛, 𝑇 ∈ ℛ�̃�×𝑚;
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