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Nichtkommutative Funktionentheorie (Free Analysis)

Handout zu Chapter 3:
Higher order nc functions and their difference-differential calculus

Es seienM0, . . . ,Mk und N0, . . . ,Nk Moduln über dem unitalen kommutativen Ring R
und Ω(j) ⊆Mj,nc, j = 0, . . . , k, nichtkommutative Mengen.

Ist f eine Funktion auf Ω(0) × · · · × Ω(k) mit der Eigenschaft

f(Ω(0)
n0
, . . . ,Ω(k)

nk
) ⊆ homR(N n0×n1

1 ⊗ · · · ⊗ N nk−1×nk

k ,N n0×nk
0 )

für alle n0, . . . , nk ∈ N, so sagen wir...

... f respektiert direkte Summen,

falls gilt

(1X0)

f(X ′0 ⊕X ′′0 , X1, . . . , Xk)(

[
Z ′1
Z ′′1

]
, Z2, . . . , Zk) =

[
f(X ′0, X1, . . . , Xk)(Z

′
1, Z2, . . . , Zk)

f(X ′′0 , X1, . . . , Xk)(Z
′′
1 , Z2, . . . , Zk)

]

(1Xj)

f(X0, . . . , Xj−1, X
′
j ⊕X ′′j , Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1,

[
Z ′j Z ′′j

]
,

[
Z ′j+1

Z ′′j+1

]
, Zj+2, . . . , Zk)

= f(X0, . . . , Xj−1, X
′
j, Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Z

′
j, Z

′
j+1, Zj+2, . . . , Zk)

+f(X0, . . . , Xj−1, X
′′
j , Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Z

′′
j , Z

′′
j+1, Zj+2, . . . , Zk)

(1Xk)

f(X0, . . . , Xk−1, X
′
k ⊕X ′′k )(Z1, . . . , Zk−1,

[
Z ′k Z ′′k

]
)

=
[
f(X0, . . . , Xk−1, X

′
k)(Z1, . . . , Zk−1, Z

′
k) f(X0, . . . , Xk−1, X

′′
k )(Z1, . . . , Zk−1, Z

′′
k )
]



... f respektiert Ähnlichkeiten,

falls gilt

(2X0)
f(S0X0S

−1
0 , X1, . . . , Xk)(S0Z1, Z2, . . . , Zk) = S0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)

(2Xj)

f(X0, . . . , Xj−1, SjXjS
−1
j , Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, ZjS

−1
j , SjZj+1, Zj+2, . . . , Zk)

= f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)

(2Xk)

f(X0, . . . , Xk−1, SkXkS
−1
k )(Z1, . . . , Zk−1, ZkS

−1
k ) = f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S

−1
k

... f respektiert Intertwinings,

falls gilt

(3X0) Haben wir T0X0 = X̃0T0, so ist

T0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) = f(X̃0, X0, . . . , Xk)(T0Z1, Z2, . . . , Zk).

(3Xj) Haben wir TjXj = X̃jTj, so ist

f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Z̃jTj, Zj+1, Zj+2, . . . , Zk)

= f(X0, . . . , Xj−1, X̃j, Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Z̃j, TjZj+1, Zj+2, . . . , Zk).

(3Xk) Haben wir XkTk = TkX̃k, so ist

f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)Tk = f(X0, . . . , Xk−1, X̃k)(Z1, . . . , Zk−1, ZkTk).

Proposition (Proposition 3.2).

(1) Die Bedingungen (1X0), . . . , (1Xk) sind äquivalent zu

f(X ′0 ⊕X ′′0 , . . . , X ′k ⊕X ′′k )(

[
Z ′,′1 Z ′,′′1

Z ′′,′1 Z ′′,′′1

]
, . . . ,

[
Z ′,′k Z ′,′′k
Z ′′,′k Z ′′,′′k

]
) =

[
f ′,′ f ′,′′

f ′′,′ f ′′,′′

]
,

wobei für α, β ∈ {′, ′′}

fα,β :=
∑

α0,...,αk∈{′,′′}: α0=α,αk=β

f(Xα0
0 , . . . , Xαk

k )(Zα0,α1

1 , . . . , Z
αk−1,αk

k ).

(2) Die Bedingungen (2X0), . . . , (2Xk) sind äquivalent zu

f(S0X0S
−1
0 , . . . , SkXkS

−1
k )(S0Z1S

−1
1 , . . . , Sk−1ZkS

−1
k ) = S0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S

−1
k .

(3) Die Bedingungen (3X0), . . . , (3Xk) sind äquivalent zu

T0f(X0, . . . , Xk)(Z1T1, . . . , ZkTk) = f(X̃0, . . . , X̃k)(T0Z1, . . . , Tk−1Zk)Tk,

wobei TjXj = X̃jTj für j = 0, . . . , k.


