Seminar: Lineare Operatoren auf Hilbertraumen
Vortrag 1: Hilbertraume 27.04.2017

Die wichtigsten Begriffe fiir den heutigen Vortrag werden sein:
Definition (Skalarprodukt): Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung
() VxV-—K
(v, w) — (v, w),
die folgende Eigenschaften fiir alle u,v,w € V', A € K erfiillt:
(S1) (v,v) >0Vv eV, (v,0) =0 v=0,
(S2) {v,w) = (w,v),
(S3) {(Av,w) = AMv,w),
(Sq4) {(u,v+w) = (u,v) + (u,w).

Ein Vektorraum V mit einem Skalarprodukt heifit Prd-Hilbertraum. Ist V mit der von (-,-) induzierten
Norm vollstandig, so heif3t V' Hilbertraum.

Definition (Vom Skalarprodukt induzierte Norm): Es sei V' ein Pri-Hilbertraum. Fiir alle v € V setzt

man
[0l := v/ (v, v)

und erhélt dadurch eine Norm auf V', die vom Skalarprodukt induzierte Norm. Diese Norm macht Pra-
Hilbertrdume zu speziellen normierten Réumen.

Definition (Orthogonalitdt): Es sei V ein Pra-Hilbertraum.
1. v,w in V heilen orthogonal, in Zeichen v L w, wenn (v, w) = 0.
2. My, My C V heiflen orthogonal, falls my 1 mo fir alle my; € My, ms € Mo.
Definition (Dichtheit, Separabilitdt): Sei X ein metrischer Raum.
1. Y C X heiBt dicht in X, falls fiir den Abschluss Y von Y gilt: Y = X,
2. X heiBt separabel, falls es eine abzihlbare Teilmenge Y C X gibt, so dass Y = X gilt.

Beispiel (£2-Raum, Hilbert’scher Folgenraum): Der Hilbert’sche Folgenraum
£ = {C 5 (20) : Y Jail? < o0}
i=0

ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt ((x,), (yn)) := (31— Zn¥,), unendlichdimensional und se-
parabel.

Definition (Orthonormalbasis): Seien V' ein Hilbertraum, I eine Indexmenge und A = {v; |i € I} C V
ein Orthonormalsystem, d.h. (v;,v;) = d6; ;. A heifit Orthonormalbasis, falls A total in V ist, d.h. die
Menge der Linearkombinationen von Elementen aus A ist dicht in V.

Bemerkung: ,Orthonormalbasen® sind keine Vektorraumbasen im Sinne der Linearen Algebra, weil fiir
ihre lineare Hiille nur Dichtheit, nicht Gleichheit gefordert wird. Das angemessene Aquivalent zu Linear-
kombinationen sind summierbare Familien (v;);er € V! fiir die Indexmenge I, die die Orthonormalbasis
indiziert.

Definition (Satz, Hilbertraumdimension): Seien V' ein Hilbertraum, I eine beliebige Indexmenge und
A ={v;|i€ I} CV eine Orthonormalbasis von V. Dann heifit #(I) die Hilbertraumdimension von V.
Jede andere Orthonormalbasis J C V hat die selbe Kardinalitét.



