Seminar: Lineare Operatoren auf Hilbertraumen
Vortrag 5: Diagonal- und Multiplikationsoperatoren 01.06.2017

Definition (Diagonaloperator): Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis {e;}.
Ein Operator A heifit Diagonaloperator, falls Ae; skalares Vielfaches von e; ist, also
Ae; = aje; Vj. {o;} nennt man die Diagonale von A.

Satz: {«;} ist genau dann Diagonale eines Operators A, wenn {«;} beschrénkt ist. In
dem Fall legt Ae; = aje; den Operator eindeutig fest und es gilt ||A|| = sup |oy].
J

Satz/ Definition: Die Menge aller beschriankten Folgen von komplexen Zahlen bildet
beziiglich punktweiser Operationen eine Algebra mit Eins-Element 1 = (1, 1, ...),
Konjugation{«;}" = {@;} und Norm |[{a; }|| = sup |a|.

J

Eine beschrénkte Folge {«;} heit invertierbar, falls sie ein Inverses in dieser Algebra
hat. Das ist genau dann der Fall, wenn 30 > 0 : |o;| > § V3.

Satz: Sei A ein Diagonaloperator mit Diagonale {¢;}. Dann gilt
A ist ein invertierbarer Operator < {a;} ist eine invertierbare Folge.

Korollar: Sei A ein Diagonaloperator mit Diagonale {c;}. Dann gilt
Spec(A) = II(A) = {a;} und 0,(A) = I'(4) = {5}

Definition: Sei X ein Mafiraum mit Maf} i, ¢ eine komplexwertige, beschrankte, mess-
bare Funktion auf X. Dann wird der von ¢ induzierte Multiplikationsoperator A auf
L2 (1) definiert durch (Af)(z) = o(z) f(x)Ve € X

Satz: Sei X o-endlich, ¢ wie in obiger Definition, A der von ¢ induzierte Multiplikation-
soperator. Dann ist || Al = [|¢]|

Satz: Sei A ein Operator auf £2(u), u o-endlich, sodass I € L£2(p) mit

Af = fVf e L(n)
Dann ist ¢ messbar und beschrankt.

Satz/ Definition: Die Menge aller beschrankten, messbaren Funktionen bildet beziiglich
punktweiser Operationen eine Algebra mit Eins-Element p(z) = 1Vz,

Konjugation ¢* =% und Norm ||¢]| .

Eine beschrankte, messbare Funktion ¢ heiflt invertierbar, falls sie ein Inverses in dieser
Algebra hat. Das ist genau dann der Fall, wenn 30 > 0 : |p| > ¢ fast tiberall.

Satz: Sei u o-endlich, A der von ¢ induzierte Multiplikationsoperator. Dann gilt
A ist ein invertierbarer Operator < ¢ ist eine invertierbare Funktion

Korollar: Sei p o-endlich, A der von ¢ induzierte Multiplikationsoperator. Dann gilt
Spec(A) = TI(A) = essrange(p) und 0,(A) =T'(A) = {\ € Clu(e ' ({A\})) > 0}



