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Definition (Diagonaloperator): Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis {ej}.
Ein Operator A heißt Diagonaloperator, falls Aej skalares Vielfaches von ej ist, also
Aej = αjej ∀j. {αj} nennt man die Diagonale von A.

Satz: {αj} ist genau dann Diagonale eines Operators A, wenn {αj} beschränkt ist. In
dem Fall legt Aej = αjej den Operator eindeutig fest und es gilt ‖A‖ = sup

j
|αj|.

Satz/ Definition: Die Menge aller beschränkten Folgen von komplexen Zahlen bildet
bezüglich punktweiser Operationen eine Algebra mit Eins-Element 1 = (1, 1, . . . ),
Konjugation{αj}∗ = {αj} und Norm ‖{αj}‖ = sup

j
|αj|.

Eine beschränkte Folge {αj} heißt invertierbar, falls sie ein Inverses in dieser Algebra
hat. Das ist genau dann der Fall, wenn ∃δ > 0 : |αj| ≥ δ ∀j.

Satz: Sei A ein Diagonaloperator mit Diagonale {αj}. Dann gilt
A ist ein invertierbarer Operator ⇔ {αj} ist eine invertierbare Folge.

Korollar: Sei A ein Diagonaloperator mit Diagonale {αj}. Dann gilt

Spec(A) = Π(A) = {αj} und σp(A) = Γ(A) = {αj}

Definition: Sei X ein Maßraum mit Maß µ, ϕ eine komplexwertige, beschränkte, mess-
bare Funktion auf X. Dann wird der von ϕ induzierte Multiplikationsoperator A auf
L2(µ) definiert durch (Af)(x) = ϕ(x)f(x)∀x ∈ X

Satz: Sei X σ-endlich, ϕ wie in obiger Definition, A der von ϕ induzierte Multiplikation-
soperator. Dann ist ‖A‖ = ‖ϕ‖∞

Satz: Sei A ein Operator auf L2(µ), µ σ-endlich, sodass ∃ϕ ∈ L2(µ) mit
Af = ϕf ∀f ∈ L2(µ)

Dann ist ϕ messbar und beschränkt.

Satz/ Definition: Die Menge aller beschränkten, messbaren Funktionen bildet bezüglich
punktweiser Operationen eine Algebra mit Eins-Element ϕ(x) = 1∀x,
Konjugation ϕ∗ = ϕ und Norm ‖ϕ‖∞.
Eine beschränkte, messbare Funktion ϕ heißt invertierbar, falls sie ein Inverses in dieser
Algebra hat. Das ist genau dann der Fall, wenn ∃δ > 0 : |ϕ| ≥ δ fast überall.

Satz: Sei µ σ-endlich, A der von ϕ induzierte Multiplikationsoperator. Dann gilt
A ist ein invertierbarer Operator ⇔ ϕ ist eine invertierbare Funktion

Korollar: Sei µ σ-endlich, A der von ϕ induzierte Multiplikationsoperator. Dann gilt
Spec(A) = Π(A) = essrange(ϕ) und σp(A) = Γ(A) = {λ ∈ C|µ(ϕ−1({λ})) > 0}


