Seminar: Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum
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Definition: Ein linearer Operator zwischen zwei K-Vektorrdumen 7' : X — Y ist eine

lineare Abbildung von X nach Y, d. h. es gilt:
(i) T(\x) = ATz VA eK
(i) T(x+y)=Tex+TyVao,yeX
Definition: Ein linearer Operator T": X — Y zwischen normierten Vektorraumen X

und Y heifit beschrdinkt, falls es ein K > 0 gibt, sodass ||Tz|| < K||z|| Vo € X. Das
kleinste solche K ist dann die Norm des Operators T

Definition: Die Menge der beschrankten linearen Operatoren von X nach Y wird mit

L(X,Y) bezeichnet. Desweiteren bezeichnet man:
L(X) = L(X, X)
X'":= L(X,C) (der Dualraum von X)

Definition /Proposition: Sei H ein Pri-Hilbertraum mit der vom Skalarprodukt in-

duzierten Norm. Dann gilt:

(i) {x,y)| < ||z]/||ly|l| mit Gleichheit genau dann, wenn z und y linear abhéngig sind.

(Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)
(i) Zuy € H definiert f,(z) := (z,y) ein Element im Dualraum H’ mit ||f,|| = ||ly||

Erinnerung: (Korollar aus dem Riesz’schen Darstellungssatz) Sei H ein Hilbertraum.
Zu [ € H' existiert ein y € H mit f = f,
Definition/Satz: Sind H und K Hilbertraume, so hat jedes T' € L(H, K) genau eine

Adjungierte T* € L(K, H) mit der Eigenschaft:
(Tz,y) = (z, T*"yyVe e Hy e K
Definition: Eine Abbildung T : E — F zwischen topologischen Vektorraumen F und

F heiit offen, wenn TU C F offen ist V U C E offen.

Folgerung aus dem Satz von Baire: Seien F, F' vollstandige normierte Vektorraume

und T : £ — F stetig und linear. Dann gilt: ist T bijektiv, so ist T~ stetig.



