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Wie iiblich bezeichne MY den reellen Vektorraum der selbstadjungierten N x N Matri-
zen iiber C. In Bemerkung 3.3 der Vorlesung haben wir den Vektorraum M3 mit RY ’
identifiziert, indem wir fiir M3 die R-Basis (mit ey := (63 -016)2,_; fiir k,i=1,...,N)

r,s=1
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gewéhlt haben. Unter dieser Identifikation konnten wir auf My das Lebesgue-Maf

N
N(N-1) sa
dA(A) =2 2 H dakk H dRe(akl) dIm(akl), A= (akl),i\flzl € MN

k=1 1<k<I<N

als Bildma® des Lebesgue-Mafes A\ auf RY” einfiihren.

Sei nun RY := {(A\1,...,\y) € RY| A\ < -+ < Ay }. Wir bezeichnen mit ® : M3 — RY
die Abbildung, die A € M5* das N-Tupel seiner geordneten Eigenwerte (A1, ..., Ay) € RY
zuordnet. In der Vorlesung (Satz 4.1) haben wir gesehen, dass das BildmaR ®(A) des
Lebesgue-Mafes A unter der Abbildung ® von der Form

dO(A) (A1, An) =Cn [ = A)%dA .. dy
1<k<I<N

ist. Ziel dieses Aufgabenblattes ist die Bestimmung der Normierungskonstanten C'y.

Aufgabe 1. Auf MY betrachten wir das Maf u, welches gegeben ist durch

dp(A) = 1Tr(A2)) dA(A), A€M

1
(2m)~22 P ( T3
Hierbei bezeichnet Tr die nicht normalisierte Spur auf den N x N Matrizen iiber C.

(a) Zeigen Sie, dass u ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf M7 darstellt.
(b) Beweisen Sie, dass das Bildmak ®(u) auf RY gegeben ist durch

@(*;_Nmexp( Zv) IT Ov—=M)?dn...dAy.

1<k<I<N

dD(p) (A1, ..., Ay) =

bitte wenden



Aufgabe 2. Sei v das durch dv(z) = exp(—2z?) dr bestimmte Maf auf R. Zeigen Sie:
(a) Fiir alle n € Ny ergibt
dn
H,(z):=(-1)" exp(xQ)% exp(—x?)

ein Polynom n-ten Grades. Die hierdurch gegebenen Hermite-Polynome H,, erfiillen
fiir allen € N

Hy1(z) = 2zH,(z) —2nH, 1(x),
@) = 200+ 1)H, (o)
(b) Der fiihrende Koeffizient des Polynoms P, := 5= H,, ist 1 und es gilt

/R Po(2) Py () di () = {z_n"!ﬁ’ Z;Z

(c) Fir alle py,...,pn € R gilt

1 1 Po(pl) PO(PN)
H (P — p1) = det p.l p,N — det 1§p1) 1(pw)
1<k<I<N :_1 ;_1 : :
P1 - PN Pn_1(p1) Py_1(pn)
Aufgabe 3.

(a) Es bezeichne Sy die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,2,..., N}. Fiir eine
Permutation m € Sy und eine Teilmenge X C RY setzen wir

7T(X) = {(xﬂ(l),...,l‘ﬂ(]v)ﬂ ([El,...,IN> S X}

Zeigen Sie, dass

TESN

und begriinden Sie, dass (]R]SV) N WQ(R]SV) C RY fiir 7y, m € Sy mit m; # 7y eine
Lebesgue-Nullmenge ist.

(b) Folgern Sie mit Aufgabenteil (a) und Aufgabe 1, dass

C .
N'(T];NW/RNGXp(ﬁZAi) T[T v=AdN .. diy=1.
. k=1

1<k<I<N

(c) Verwenden Sie die Resultate aus Aufgabe 2, um das Integral in (b) noch auf einem
anderen Weg zu berechnen. Folgern Sie damit

N(N—1)

(2m)~ =z

On = 1 (N—1)

Hinweis: Wenden Sie die Leibniz-Formel auf die Determinante in Aufgabe 2 (c) an.



