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Wie üblich bezeichne Msa
N den reellen Vektorraum der selbstadjungierten N × N Matri-

zen über C. In Bemerkung 3.3 der Vorlesung haben wir den Vektorraum Msa
N mit RN2

identifiziert, indem wir für Msa
N die R-Basis (mit ekl := (δk,rδl,s)

N
r,s=1 für k, l = 1, . . . , N)

{ekk| k = 1, . . . , N} ∪
{ 1√

2
(ekl + elk)

∣∣∣ 1 ≤ k < l ≤ N
}
∪
{ i√

2
(ekl− elk)

∣∣∣ 1 ≤ k < l ≤ N
}

gewählt haben. Unter dieser Identifikation konnten wir auf Msa
N das Lebesgue-Maß

dΛ(A) = 2
N(N−1)

2

N∏
k=1

dakk
∏

1≤k<l≤N

dRe(akl) d Im(akl), A = (akl)
N
k,l=1 ∈ Msa

N

als Bildmaß des Lebesgue-Maßes λN2 auf RN2 einführen.

Sei nun RN
≤ := {(λ1, . . . , λN) ∈ RN | λ1 ≤ · · · ≤ λN}. Wir bezeichnen mit Φ : Msa

N → RN
≤

die Abbildung, die A ∈ Msa
N das N -Tupel seiner geordneten Eigenwerte (λ1, . . . , λN) ∈ RN

≤
zuordnet. In der Vorlesung (Satz 4.1) haben wir gesehen, dass das Bildmaß Φ(Λ) des
Lebesgue-Maßes Λ unter der Abbildung Φ von der Form

dΦ(Λ)(λ1, . . . , λN) = CN
∏

1≤k<l≤N

(λk − λl)2 dλ1 . . . dλN

ist. Ziel dieses Aufgabenblattes ist die Bestimmung der Normierungskonstanten CN .

Aufgabe 1. Auf Msa
N betrachten wir das Maß µ, welches gegeben ist durch

dµ(A) =
1

(2π)N2/2
exp

(
− 1

2
Tr(A2)

)
dΛ(A), A ∈ Msa

N .

Hierbei bezeichnet Tr die nicht normalisierte Spur auf den N ×N Matrizen über C.
(a) Zeigen Sie, dass µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Msa

N darstellt.

(b) Beweisen Sie, dass das Bildmaß Φ(µ) auf RN
≤ gegeben ist durch

dΦ(µ)(λ1, . . . , λN) =
CN

(2π)N2/2
exp

(
− 1

2

N∑
k=1

λ2k

) ∏
1≤k<l≤N

(λk − λl)2 dλ1 . . . dλN .

bitte wenden



Aufgabe 2. Sei ν das durch dν(x) = exp(−x2) dx bestimmte Maß auf R. Zeigen Sie:

(a) Für alle n ∈ N0 ergibt

Hn(x) := (−1)n exp(x2)
dn

dxn
exp(−x2)

ein Polynom n-ten Grades. Die hierdurch gegebenen Hermite-Polynome Hn erfüllen
für alle n ∈ N

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x),

H ′n+1(x) = 2(n+ 1)Hn(x).

(b) Der führende Koeffizient des Polynoms Pn := 1
2n
Hn ist 1 und es gilt∫

R
Pn(x)Pm(x) dν(x) =

{
2−nn!

√
π, n = m

0, n 6= m
.

(c) Für alle ρ1, . . . , ρN ∈ R gilt

∏
1≤k<l≤N

(ρk − ρl) = det


1 . . . 1
ρ1 . . . ρN
...

...
ρN−11 . . . ρN−1N

 = det


P0(ρ1) . . . P0(ρN)
P1(ρ1) . . . P1(ρN)

...
...

PN−1(ρ1) . . . PN−1(ρN)

 .

Aufgabe 3.

(a) Es bezeichne SN die Gruppe aller Permutationen der Menge {1, 2, . . . , N}. Für eine
Permutation π ∈ SN und eine Teilmenge X ⊆ RN setzen wir

π(X) := {(xπ(1), . . . , xπ(N))| (x1, . . . , xN) ∈ X}.

Zeigen Sie, dass
RN =

⋃
π∈SN

π(RN
≤ ),

und begründen Sie, dass π1(RN
≤ ) ∩ π2(RN

≤ ) ⊂ RN für π1, π2 ∈ SN mit π1 6= π2 eine
Lebesgue-Nullmenge ist.

(b) Folgern Sie mit Aufgabenteil (a) und Aufgabe 1, dass

CN
N !(2π)N2/2

∫
RN

exp
(
− 1

2

N∑
k=1

λ2k

) ∏
1≤k<l≤N

(λk − λl)2 dλ1 . . . dλN = 1.

(c) Verwenden Sie die Resultate aus Aufgabe 2, um das Integral in (b) noch auf einem
anderen Weg zu berechnen. Folgern Sie damit

CN =
(2π)

N(N−1)
2

1!2! · · · (N − 1)!
.

Hinweis: Wenden Sie die Leibniz-Formel auf die Determinante in Aufgabe 2 (c) an.


