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Wie in der Vorlesung definieren wir

• die Tschebyscheff-Polynome erster Art (Tn)n∈N0 durch die Bedingung

Tn(cos(θ)) = cos(nθ), für alle θ ∈ R,

• die Tschebyscheff Polynome zweiter Art (Un)n∈N0 durch die Bedingung

sin(θ)Un(cos(θ)) = sin((n+ 1)θ) für alle θ ∈ R.

Aufgabe 1. Zeigen Sie:

(a) Die Tschebyscheff-Polynome erster bzw. zweiter Art genügen der Rekursion

Pn+1(x) = 2xPn(x)− Pn−1(x), n ∈ N

mit den Startwerten P0(x) = 1 und P1(x) = x bzw. P0(x) = 1 und P1(x) = 2x.

(b) Für alle n ∈ N ist d
dx
Tn(x) = nUn−1(x).

(c) Für alle n ∈ N gilt Tn+1(x) = 1
2
(Un+1(x)− Un−1(x)).

(d) Für alle n ∈ N und alle x, y ∈ R mit x 6= y haben wir

Un(x)− Un(y)

x− y
= 2

n−1∑
k=0

Uk(x)Un−1−k(y).

(e) Für alle x ∈ [−1, 1] und alle z ∈ C mit |z| < 1 gilt

1− xz
1− 2xz + z2

=
∞∑
n=0

Tn(x)zn und
1

1− 2xz + z2
=
∞∑
n=0

Un(x)zn.

bitte wenden



Aufgabe 2.

(a) Zeigen Sie, dass die Tschebyscheffpolynome erster Art auf [−1, 1] orthogonal sind
bezüglich der arcsin-Verteilung

dµ(x) =
1

π

1√
1− x2

1[−1,1](x) dx.

(b) Zeigen Sie, dass die Tschebyscheffpolynome zweiter Art auf [−1, 1] orthogonal sind
bezüglich der Halbkreisverteilung

dν(x) =
2

π

√
1− x2 1[−1,1](x) dx.

(c) Berechnen Sie für alle n ∈ N0 die Integrale∫
R
Tn(x)2 dµ(x) und

∫
R
Un(x)2 dν(x).

Aufgabe 3. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass für die logarithmische Energie Σ(µ)
eines Wahrscheinlichkeitsmaßes µ auf [−2, 2] die folgende bemerkenswerte Formel gilt:

Σ(µ) :=

∫
R

∫
R

log |x− y| dµ(x) dµ(y) = −
∞∑
n=1

2

n

(∫
R
Tn

(x
2

)
dµ(x)

)2

(a) Berechnen Sie Σ(νr) für die skalierten Halbkreisverteilungen νr mit r > 0, die gege-
ben sind durch

dνr(x) =
2

πr2

√
r2 − x2 1[−r,r](x) dx.

(b) Finden Sie unter allen Wahrscheinlichkeitsmaßen auf [−2, 2] das (eindeutig bestimm-
te) Maß, das die freie Entropie χ maximiert.


