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Abgabe: Donnerstag, 14.11., in der Vorlesung

Wie in der Vorlesung definieren wir

e die Tschebyscheff-Polynome erster Art (T,,)nen, durch die Bedingung

T, (cos(0)) = cos(nb), fir alle 0 € R,

e die Tschebyscheff Polynome zweiter Art (Uy)nen, durch die Bedingung

sin(0)U,,(cos(f)) = sin((n + 1)0) fiir alle 6 € R.

Aufgabe 1. Zeigen Sie:
(a) Die Tschebyscheff-Polynome erster bzw. zweiter Art geniigen der Rekursion
Poii(x) =22P,(x) — P,_1(x), neN
mit den Startwerten Py(z) =1 und Pi(x) = x bzw. Py(z) = 1 und P;(z) = 2z.
(b) Fiir alle n € N ist 27, (z) = nU,_1(z).
(c) Fiir alle n € N gilt T,41(2) = 3 (Ups1(z) — Up_i(2)).

(d) Fiir alle n € N und alle z,y € R mit x # y haben wir

Un(x:,); : ;Jn(y) —9 kzzo Ur(2)Up—1-1(y).

(e) Fiir alle z € [—1,1] und alle z € C mit |z| < 1 gilt
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Aufgabe 2.

(a) Zeigen Sie, dass die Tschebyscheffpolynome erster Art auf [—1, 1] orthogonal sind
beziiglich der arcsin- Verteilung

du(x) = = Li11y(2) da.

(b) Zeigen Sie, dass die Tschebyscheffpolynome zweiter Art auf [—1, 1] orthogonal sind
beziiglich der Halbkreisverteilung

2
dv(r) = =v1 —221_ y(2) d.
T
(c¢) Berechnen Sie fiir alle n € Ny die Integrale

/R T,(z)?dp(x)  und /]R U, (2)? dv(z).

Aufgabe 3. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fir die logarithmische Energie 3(u)
eines Wahrscheinlichkeitsmafes p auf [—2,2] die folgende bemerkenswerte Formel gilt:

)= [ [1owte —slanteraut) =~ 3° 2 ( [ 1.(3) )

n=1

(a) Berechnen Sie (v, fiir die skalierten Halbkreisverteilungen v, mit r > 0, die gege-

ben sind durch 9
dv,(z) = —Vr2 — 221, (x) dz.
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(b) Finden Sie unter allen Wahrscheinlichkeitsmafen auf [—2, 2] das (eindeutig bestimm-
te) Mafs, das die freie Entropie x maximiert.



