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Aufgabe 1. Es bezeichne M,,(R) den reellen Vektorraum der m x m-Matrizen iiber R,
den wir mit der durch ||Al|, := Tr(A*A)z definierten Norm || - ||, versehen.

()

Begriinden Sie, dass eine Abbildung f : M,,(R) — M,,(R) genau dann Fréchet-
differenzierbar ist, wenn die unter der Identifikation M,,(R) 2 R™ induzierte Ab-
bildung f : R™ — R™’ (im Sinne der Analysis II) total differenzierbar ist.

Erinnerung. Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) normierte Rdume und sei U C X offen.
Eine Abbildung f : U — Y heifst Fréchet-differenzierbar an einer Stelle xq € U, falls
es einen stetigen linearen Operator df (xg) : X — Y gibt mit

ilz—>o Hh“ |f(zo + h) — f(x0) — df (xo)h|ly = 0.

Wenn f Fréchet-differenzierbar in jedem Punkt zy € U ist, dann heifst f Fréchet-
differenzierbar auf U.

Zeigen Sie, dass der Vektorraum B(M,,(R)) aller stetigen linearen Abbildungen von
M,,(R) in sich isomorph ist zum algebraischen Tensorprodukt M,,(R) ® M,,(R).

Sei n € N gegeben. Zeigen Sie, dass die Abbildung
f: Mp(R) —- M, (R), A— A"
auf M,,,(R) Fréchet-differenzierbar ist mit

df(A)B =Y AF'BA"*  fiir alle A, B € M, (R).
k=1

Zeigen Sie weiter, dass df (A) fi
denen Identifikation B(M,,(R))

A € M,,(R) unter der in Aufgabenteil (b) gefun-
M,,(R) ® M,,,(R) gegeben ist durch

||2 d

df(A) =S Al Ak,
k=1

bitte wenden



Aufgabe 2. Wie in der Vorlesung bezeichne C(Xj, ..., X,,) die komplexe unitale Algebra
aller Polynome in n nicht-kommutierenden Variablen Xi,..., X,,.

Zeigen Sie: Die partiellen nicht-kommutativen Ableitungen
(9] : C<X1,,Xn> —>(C<X1,,Xn> ®C<X17-'-7Xn>7 j = 1,...,77,,
erfiillen fiir alle 1 < 5,k <n

Aufgabe 3. Sei (M, 7) ein W*-Wahrscheinlichkeitsraum mit Spur und seien X3, ..., X,, €
M selbstadjungiert.
(a) Zeigen Sie: Fiir A > 0 gilt:
* 1 *
O (NXq,..., X, = E(ID (X1,...,X,).
(b) Sei nun A = (a)};=; eine reelle invertierbare n x n-Matrix und setze

Y; = zn: ainj.
j=1

Berechnen Sie den Zusammenhang zwischen einem konjugierten System von den X;
und einem konjugierten System von den Y;. Schliefen Sie daraus:

(i) Ist A orthogonal, dann gilt:
O (X1, .., X)) = (V... V).

(ii) Fiir allgemeines A gilt:
1

||A||2'<I>*(Y1,...,Yn) <O (Xy,..., X,) < JJAJPOH(Yy, .. V).

Aufgabe 4. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf R mit kompaktem Trager und sei p® pu
das zugehorige ProduktmaR auf R?. Auf L?(R, ) betrachten wir den unbeschrinkten
Operator

0: L*(R,u) D D(0) — L*(R? u @ p),

dessen Definitionsbereich D(9) der Vektorraum aller Polynome auf R ist (d.h. 0 ist ins-
besondere dicht definiert) und der dort bestimmt wird durch

P(s) = P(?)
(OP)(s,t) := s—t falls s # ¢ fir P € D(0) und s,t € R.
P'(s), falls s =t

Zeigen Sie, dass der Operator 0 genau dann abschliefsbar ist, wenn p keine Atome besitzt
(d.h. wenn p({z}) = 0 fiir alle z € R gilt).

Hinweis: Betrachten Sie Polynome der Form P,(¢t) = (r* — (¢t — a)?)" mit r > 0 und
a € R, falls ;1 Atome hat.



