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Aufgabe 1. Sei G eine diskrete Gruppe mit neutralem Element e. Auf der zugehérigen
Gruppenalgebra C[G] betrachten wir wie in der Vorlesung das Funktional 7, : C[G] — C,
welches gegeben ist durch m5(«) = a(e) fiir alle a € C[G]. Zeigen Sie:

(a) 7o ist eine Spur.

(b) 79 ist treu, d.h. aus 1o(a* * @) = 0 folgt bereits o = 0.

Aufgabe 2. Sei (A, ¢) ein nicht-kommutativer Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie:
(a) Sind {ay,as} und {b1, b} frei unabhéngig in (A, ¢), dann gilt

¢(arbrazbs) = d(araz)d(bi)d(b2) + ¢(ar)p(az)d(bibz) — d(ar)p(az)p(br)(b).
(b) Sind a und b frei unabhéngig in (A, ¢) und gilt ab = ba, so ist
¢((a—p(a)1)?) =0 oder  ¢((b—¢(b)1)°) =0.

Aufgabe 3.

(a) Sei n € N gegeben. Wie in der Vorlesung bezeichnen wir mit NC(n) die Menge
der nicht-kreuzenden Partitionen auf {1,...,n} und mit NCy(2n) die Menge der
nicht-kreuzenden Paarungen auf {1,...,2n}. Zeigen Sie, dass

#NC(n) = #NCy(2n) = C,,
wobei (), die n-te Catalan-Zahl bezeichnet.

Erinnerung. Die Catalan-Zahlen (C),),en, sind rekursiv bestimmt durch

Co=1 und  Cp=)Y CpChy firneN

k=1

(b) Sei (A, ¢) ein nicht-kommutativer Wahrscheinlichkeitsraum und sei s € A ein Ele-
ment, das die Momente ¢(s*"*1) = 0 und ¢(s*") = C, fiir alle n € Ny besitzt.
Bestimmen Sie die freien Kumulanten von s.



