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Aufgabe 1. Beweisen Sie Satz 10.1. der Vorlesung;:

Satz. Sei (M, 1) ein W*-Wahrscheinlichkeitsraum mit Spur und seien X; = X € M
fir i = 1,...,n. Betrachte &,...,&, € L*(M,7). Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) &1,...,&, erfiillen die konjugierten Relationen fir X, ..., X,,.
(ii) Fir allem > 1,1 <i(1),...,i(m) < n gilt
L4 /fl(fi(l)) = 0, falls m = 1.

o ra(&1), X)) = 0iq1),i2), falls m = 2.
o fim (&), Xi2), - Xigm)) = 0, falls m > 3.

Aufgabe 2. Sei (A, ¢) ein nicht-kommutativer Wahrscheinlichkeitsraum.
(a) Beweisen Sie Satz 10.6. der Vorlesung: Fiir alle ag, aq,...,a, € A, n € N, gilt

kn(aoa, as,as, ..., a,) = Kpy1(ag,a1,a9,...,a,)
n
+ > (01,82, )1 (G0, G g1, Gy, - - ).
m=1

(b) Zeigen Sie: Ist ¢ eine Spur, so sind die Kumulanten x,, n € N, invariant unter
zyklischen Permutationen ihrer Eintrage, d.h. fir alle aq,...,a, € A, n € N, gilt

Kn(ay, a9, ... a,) = Kp(ag, ..., a,,a1).

(c) Wir nehmen an, dass alle Momente beziiglich ¢ invariant unter beliebigen Permu-
tationen der Variablen sind, d.h. dass fiir alle aq,...,a, € A, n € N, und alle
Permutationen o von {1,...,n} gilt

Pao(1) -+ o(n)) = d(a1- - an).

Sind dann auch die Kumulanten k,,, n € N, invariant unter beliebigen Permutationen
ihrer Eintrége?

bitte wenden



Aufgabe 3. Sei (M, 7) ein W*-Wahrscheinlichkeitsraum mit Spur und sei S = S* € M
ein Halbkreiselement, d.h. es gelte

1 (2
T(S") = —/ t"vV4 —t2dt  fiir alle n € Ny,

or 9
Zeigen Sie: Ist X = X* € M gegeben, so dass X und S frei sind, dann erfiillt die Cauchy-
Transformierte G(z,t) := Gy, /5(z) von X + v/tS die komplexe Burger-Gleichung

oG oG " n
— > 0.
5 (z,t)+G(z,t)az(z,t) 0 fir2e C",t>0



