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Zufallsmatrizen und freie Entropie

Grundwissen iiber Cauchy- und Hilbert-Transformierten

1 Cauchy-Transformierte

1.1 Definition und erste Eigenschaften

Im Folgenden bezeichne C* die obere bzw. untere komplexe Halbebene, d.h.
ti={2€C| Im(z) >0} und C :={zeC| Im(z) <0}.

Wir beginnen mit der einfachen Beobachtung, dass |z —t| > Im(z —¢) = Im(z) und damit
|Z—£t‘ < Im( 3 fiir alle 2 € C* und ¢ € R gilt. Demnach ist die stetige Funktion ¢ — —
fiir festes z € C*" beschrankt und somit beziiglich jedes endlichen Borel-Mafses auf R
integrierbar.

Ist nun p speziell ein (Borel-)Wahrscheinlichkeitsmaf auf R, so erhalten wir durch

z—1t

Gu(2) = [ () &

eine wohldefinierte Funktion G, : C* — C, die sogenannte Cauchy-Transformierte von
1. Diese Funktion taucht auch oft unter dem Namen Stieltjes- Transformierte auf, unter-
scheidet sich dann aber meist durch einen zusédtzlichen Vorfaktor —1 von der Cauchy-
Transformierten.

Man beachte, dass durch auch eine Funktion G, : C — C definiert werden kann.
Wegen G, (Z) = G, (z) enthélt diese aber keine zusétzliche Information, weshalb wir die
Cauchy-Transformierte tiblicherweise nur auf C* betrachten.

Um das Abbildungsverhalten von Cauchy-Transformierten genauer zu verstehen, rechnen
wir weiter nach, dass fiir alle z € C*

m(Gu) = [ 1 () autt) = [ (2 ) =~ ) [ (g
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gilt, was insbesondere zeigt, dass die Cauchy-Transformierte von p genauer eine Abbildung
G, : Ct — C~ darstellt.

Wenden wir uns nun der Frage nach der Holomorphie von G, zu. Ist zy € C* gegeben, so
liegt die Kreisscheibe D,.(zp) = {z € C| |z — 29| < r} fur alle 0 < r < Im(zp) ganz in C*
und wir erhalten die Potenzreihenentwicklung

z2—t (Z_ZO)+(ZO_t>_ZO_t'1+M_ZW(Z_ZO)

zo—t

fiir beliebiges aber festes z € D,(zy) mit normaler Konvergenz beziiglich ¢ € R. Wir
erhalten damit fiir G, auf D,(z) die folgende Potenzreihenentwicklung

Go(2) = i (/}R% dp(t)> (2 — 2)*.

n=

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass diese sogar normal konvergent ist. Die Cauchy-
Tranformierte stellt damit eine auf C* holomorphe Funktion dar.

Wir halten unsere ersten Beobachtungen fest:

Satz 1. Zu jedem Wahrscheinlichkeitsmafl p auf R ist durch eine wohldefinierte und
holomorphe Funktion G, : CT* — C~ gegeben. Diese erfillt |G, (z)| < @ fir alle z € C*

und hat die Ableitungen
—1)kE!
- [
16) = [ A= dutt)

1.2 Charakterisierung von Cauchy-Transformierten

Der folgende Satz stellt nun einerseits niitzliche Eigenschaften von Cauchy-Transformierten
zusammen, gibt aber andererseits auch eine Charakterisierung dieser wichtigen Funktio-
nenklasse. Fiir a > 0 setzen wir dabei

I, :={z€C| Im(z) >0, |Re(2)] < alm(z)}.

Satz 2. Sei G : Ct — C~ eine holomorphe Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent

(i) Die Funktion G ist die Cauchy-Transformierte eines Wahrscheinlichkeitsmafles auf
R, d.h. es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ p auf R, so dass G, = G.

(i1) Fir alle o > 0 gilt lim 2G(z)=1.

|z]—00, z€l

(111) Es gilt lim iyG(iy) = 1.
y—00



1.3 Stieltjes-Inversionsformel

Mit der Cauchy-Transformierten haben wir einen Weg gefunden, zu einem Wahrschein-
lichkeitsmaf ein handliches analytisches Objekt zu assoziieren. Damit dieser Ubergang
auch wirklich sinnvoll ist, sollten dabei moglichst alle Informationen iiber das urspriing-
liche Maf erhalten bleiben, d.h. es sollte prinzipiell méglich sein, dieses aus der Cauchy-
Transformierten zuriickzugewinnen. Genau dies beschreibt nun der folgende Satz:

Satz 3 (Stieltjes-Inversionsformel). Sei G, die Cauchy-Transformierte eines Wahrschein-
lichkeitsmafles p auf R. Fir alle € > 0 liefert dann

duc(t) = —% Im(G,(t +ic)) dt

ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf R. Fiir e \, 0 konvergiert ji. schwach gegen i, d.h. es gilt

g{%/f ) dp (1) /f ) dpu(t)

fiir alle stetigen und beschrinkten Funktionen f: R — C.

1.4 Folgen von Cauchy-Transformierten

Wir tragen nun einige Aussagen iiber Folgen von Cauchy-Transformierten zusammen: Als
Konsequenz aus den in Satz [I] formulierten Eigenschaften haben wir, dass

G = {G,| v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R}

lokal-beschrénkt ist und damit nach dem Satz von Montel eine normale Famile in O(C™")
darstellt. Ferner ist nach dem Satz von Vitali eine Folge von Cauchy-Transformierten
schon dann kompakt konvergent, wenn sie punktweise auf einer Teilmenge von C* kon-
vergiert, die einen Haufungspunkt in C* besitzt.

Mit Satz [2] folgern wir weiter, dass die Grenzfunktion G einer kompakt konvergenten Fol-
gen (G, Jnen von Cauchy-Transformierten selbst eine Cauchy-Transformierte sein muss,
sobald die Bedingung lim, ., iyG(iy) = 1 erfiillt ist. Auf der Ebene der Wahrschein-
lichkeitsmafie entspricht dies dann der schwachen Konvergenz, d.h. fir G = G, haben
wir

fim [ 1(0)dpa 1) /f ) du(t)

fiir alle stetigen und beschrankten Funktionen f: R — C.



1.5 Cauchy-Transformierte von Mafien mit kompaktem Trager

Kommen wir nun zu dem wichtigen Spezialfall eines Wahrscheinlichkeitsmafies mit kom-
paktem Tréger. Fiir ein solches Maf i finden wir klarerweise ein R > 0, so dass der Tréager
im Intervall [— R, R] enthalten ist. Dann definiert sogar eine holomorphe Funktion auf
Ag = {z € C| |z| > R}, besitzt also eine Laurententwicklung um oco. Um diese nun
konkret zu bestimmen, nutzen wir aus, dass fiir festes z € Ag die Reihenentwicklung

n . . .
L =3 -t normal in ¢ € [~ R, R] konvergiert, so dass wir

Gu(z) = Z ngr/f) mit M () == /Rt” du(t)

z

folgern konnen. Die Koeffizienten in der Laurentreihenentwicklung von G, um oo sind
also gerade die Momente m,, (1) von p.

2 Hilbert-Transformierte

In diesem Abschnitt wollen wir die Hilbert-Transformierte zu Funktionen aus LP(R) fiir
1 < p < oo einfiihren und einige ihrer Eigenschaften zusammenstellen.

2.1 Die harmonisch konjugierte Funktion

Im Umgang mit Hilbert-Transformierten erweist es sich als sehr hilfreich, die zu transfor-
mierenden Funktionen in geeigneter Weise von R in die obere Halbebene C* fortzuset-
zen: Sei hierzu u € LP(R) fir 1 < p < oo gegeben. Wir betrachten dann die Funktion
U:C*t — R, die gegeben ist durch

1 [ yu(t) .
= — —————dt = *
U(z) W/oo(x—t)z—l—y? : z=x+iyeC

Diese ist auf CT harmonisch und hat ferner die Eigenschaft, dass U(t + ic) — w(t) fir
e N\, 0 fiir Lebesgue-fast-alle t € R gilt. )
Man definiert weiter die zu U harmonisch konjugierte Funktion U : CT — R durch die

Vorschrift e Hut)
- T —t)u
U(z) = — — i = ) C*.
(2) W/_oo(x—t)z—i-yZ , z=x+1y €

Diese ist gerade so konstruiert, dass U + iU auf C* holomorph ist. In der Tat kénnen wir
durch direktes Nachrechnen iiberpriifen, dass

U(z) +iU(z) = : /_OO u(t)t dt, z € CH, (2)



denn es gilt

i i iz —t)+y y . ox—t

"t -ttty (@121 (@121 @—trty
P y 2 2 2 2+ 2 2

Man kann nun zeigen, dass es eine Funktion & € LP(R) gibt, so dass U(t 4 ie) — a(t) fiir
e\ 0 fiir Lebesgue-fast-alle t € R erfiillt ist, und dass diese Funktion durch den Ausdruck

at) = %P.V. /Oo t“(_sl ds = %1{% [/_t t“(_s)s ds + /too tu(_sl ds}

—00 [e%¢) +e

gegeben ist. Die so konstruierte Funktion @ € LP(R) nennen wir die Hilbert- Transformierte
von u und schreiben Hu = 4. Wir halten noch fest, dass sich dies umschreiben lésst zu
1  u(t —ul(t —

(Hu)(t) = — L1 [ M8 —ult=5)

T eN\0 e S

ds.

2.2 Die Hilbert-Transformation als Operator H : LP(R) — LP(R)

Die Hilbert-Transformation liefert definitionsgeméfs eine Abbildung H : L?(R) — LP(R).
Man kann zeigen, dass diese die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) H ist ein stetiger linearer Operator. Genauer gilt fiir alle u € LP(R)

tan(zip), firl<p<2

Hu <C u mlt Cp, = :
[ Hull, < cpllully P {cot(gp), fiir 2 < p < oo

(i) Der Operator H ist invertierbar und es gilt H~! = —H bzw. H* = —id.

(iii) Sind p, g € (1, 00) mit 110 - 5 =1 gegeben, so gilt
/R(HU)(@U(III) dr = —/Ru(x)(Hv)(:L’) dx.

2.3 Zusammenhang mit dem Hardy-Raum iiber C*

Nach einem Satz von Riesz existiert zu 1 < p < oo eine Konstante K, > 0, so dass
sup/ U (z 4 iy) P dz < Kp/ lu(t)|P dt
y>0 J —00 —00

fir alle u € LP(R) gilt. Wenden wir dies sowohl auf u als auch auf Hu an, so kénnen wir

fiir die auf C* holomorphe Funktion F := U + iU folgern, dass gilt

sup/ |F(z +iy)|P do < oo.

y>0 J -



Zudem sehen wir, dass mit f := u +iu € LP(R) auch F(z +iy) — f(x) fir y N\, 0 fiir
Lebesgue-fast-alle x € R erfillt ist.

Bemerkenswerterweise ldsst sich zu dieser Aussage auch die Umkehrung beweisen: Ist
F : C" — C holomorph mit der Eigenschaft

sup/ |F(z +iy)|P do < 0o
y>0 J -0

(mit anderen Worten, F' gehort zum Hardy-Raum HP(CT)), so gibt es eine Funktion
f € LP(R), so dass F(z + iy) — f(x) fir y \, 0 und Lebesgue-fast-alle = € R gilt, und
—Im(f) ist die Hilbert-Transformierte von Re(f).

Indem wir diese Aussage auf —iF statt F' anwenden, sehen wir, dass zudem Re(f) die
Hilbert-Transformierte von Im(f) darstellt. Dies entspricht der Identitit H? = —id.

Beispiel 4. Man kann zeigen, dass fiir die Cauchy-Transformierte G, eines Wahrschein-
lichkeitsmafses p mit kompaktem Trager und einer Dichte p, die durch M > 0 nach oben
beschrankt ist,

sup/ G (z +iy)|* de < 20°M

y>0 J -0

gilt. Beachten wir, dass geméls
1 .
—Gu(z) =U(z) —iU(z), zeCt
™
gilt, so konnen wir folgern, dass
-1
lin — Tm(Gu(o + i) = o Ua + i) = u()
bzw. 1
?lJi\I‘I(l) - Re(G,(z +1iy)) = ?1/1{% Uz + iy) = a(z).
Nach der Stieltjes-Inversionsformel haben wir also u = p Lebesgue-fast-iiberall sowie

li{‘% Re(G(z +iy)) = m(Hp)(z) fiir Lebesgue-fast-alle x € R.
y

Bemerkung 5. Man beachte, dass sich unsere Definition der Hilbert-Transformierten
um einen Faktor % von der der Vorlesung unterscheidet. Dies hat sich bei vielen der
vorgestellten Resultate auch als zweckméRig herausgestellt.

Das vorangegangene Beispiel macht allerdings deutlich, dass gerade im Zusammenhang
mit der Cauchy-Transformierten die Normierung der Vorlesung giinstiger ist. Definieren

wir namlich die Hilbert-Transformierte als

(Hu)(t) = P.V. /

—00

< u(s)

t—s

ds,

so haben wir

li{r(l) Re(G,(z +1iy)) = (Hp)(z) fiir Lebesgue-fast-alle x € R.
Yy



3 Ein Beispiel: Die Halbkreisverteilung

Wir betrachten die Halbkreisverteilung p, also das Wahrscheinlichkeitsmafs o auf R, das
gegeben ist durch

1
du(t) = % V 4 — t2 1[_272] (t) dt.

Wir wollen zunéchst die zugehorige Cauchy-Transformierte bestimmen. Definitionsgeméfs

gilt
1 1 [2V4a-¢
Gulo) = [ dnt =5 [ =
R 2m J o

z—1 z—1

so dass wir mit der Substitution ¢ = 2 cos(f) unmittelbar

Gol2) = = / T_260)

wJo z—2cos(d)

erhalten. Beachten wir nun, dass die Substitution 6 +— 27 — 6 das obige Integral in das

Integral
1 2m 2 si 2
_/ sin“(0) "
7w J. z—2cos()

iiberfiihrt, so konnen wir fiir die Cauchy-Transformierte auch

1 [?™ 2sin?(0)
Gulz) = %/0 z — 2cos(d) 4o

schreiben. Nutzen wir schlieflich aus, dass mit ¢ = e®

1

sn0) = (¢ =SNG -1) wd cos(8) = (¢ = 5N D)

und damit insbesondere .
sin?(9) = ~ 3¢ (¢~ 1)?

gilt, so konnen wir (mit d{ = i¢df) das letzte Integral auch als komplexes Wegintegral
iuber den Rand der Einheitskreisscheibe schreiben:

b (¢>—1)?
Ami Jiger (R -2+ 1)

Gu(z) dg.

Dieses Integral wollen wir nun mit Hilfe des Residuensatzes bestimmen. Fiir festes z € C*
betrachten wir dazu die durch

(w* — 1)
w?(w? — zw + 1)

g.(w) :=

7



definierte Funktion g,, die auf C meromorph ist mit einem Pol zweiter Ordnung in 0
und zwei Polen erster Ordnung in w; und ws, wobei wy,w, die beiden Losungen der
Gleichung w? — zw + 1 = 0 sind. Fiir das vorliegende Integral sind dabei nur die Pole
im Innern der Einheitskreisscheibe von Interesse. Wenden wir uns deshalb zunéchst den
beiden Polstellen w; und w, zu: Fiir jedes w € C, das die Gleichung w? — zw + 1 = 0 15st,
gilt klarerweise w # 0 und damit auch w + £ = z, so dass wir Im(z) = Im(w)(1 — ﬁ)
folgern konnen. Beachten wir weiter, dass mit w auch % eine Losung der untersuchten
Gleichung ist, so schlieffen wir, dass diese genau

e cine Losung w; mit Im(w;) < 0 und |w;| < 1 und
e cine Losung wy mit Im(ws) > 0 und |we| > 1
haben muss. Wir bestimmen nun die Residuen an der Polstelle w;

. (w? —1)? 1
Res(gs; = lim (w — 3 S Sl S
es(g wl) wl . (w wl)g (U)) w%(wl wQ) w1 W

sowie an der doppelten Polstelle 0

‘ od o, . od o (w?—1)2 1
) i 2 0 - i () -
und erhalten geméf dem Residuensatz G, (z) = wj. Dies bedeutet nun, dass G, (z) fiir
z € CT die eindeutige Losung der Gleichung w? — zw + 1 = 0 mit Im(w) < 0 ist, weshalb

insbesondere
Gu(2)?+1=2G,(z) fiirallez € C"

gilt. Wir merken an dieser Stelle noch an, dass die obige Gleichung auch leicht aus der
Tatsache gefolgert werden kann, dass p die Momente

mit Cp=———

() 0, falls n = 2m + 1 fiir ein m € Ny _ 1 (2m>
my(p) =
s C,,, falls n =2m fiir ein m € Ny m+1

besitzt und dass die hierbei auftretenden Catalanzahlen C,, die Rekursion
Crt1 = Z CrCr—r fir alle m € Ny
k=0

erfiillen. Wollen wir G, nun explizit darstellen, so miissen wir die obige Gleichung unter
Beachtung der Nebenbedingung Im(G,(2)) < 0 fiir alle z € C* 16sen. Wir erhalten



wobei wir auf C* einen geeigneten Zweig der Wurzel z — /22 — 4 wihlen miissen. Diesen
beschafft man sich leicht iiber die Zerlegung v/22 — 4 = \/z — 21/2 + 2 und die Wahl des
Hauptzweiges des Logarithmus zur Bestimmung von /z & 2 = exp(3 log(z + 2)).

Um aus der Cauchy-Transformierten von p die Hilbert-Transformierte der Dichte p von
i bestimmen zu konnen, ist etwas Vorarbeit notig: Sei z € C* gegeben. Wir finden dann
zwei Winkel 61,0, € (0,7) mit 2z + 2 = |z + 2[e"* und 2z — 2 = |z — 2|e¥2. Es gilt damit

1 | |
Gul2) = 5 (2 Fle—20e® — /22— 4|e’91;92>

und insbesondere

Re(G(2)) = %(2 4]z — 2] cos() — /|22 — 4] cos (01 ;92)).

Ist x € (—2,2) gegeben und betrachten wir den Fall z — z, so haben wir §; — 0 und
0y — m und deshalb Re(G(2)) — 5. Analog erhalten wir

Re(G,(2)) = %(x — Va2 —4) fiir z — o mit x > 2,
Re(G,(2)) — %(m + Va2 —4) fir z = o mit r < —2.

Die Hilbert-Transformierte der Dichte p von p (vgl. Bemerkung [5)) ist demnach gegeben

durch
(95 + \/m), T < —2
—2<r<2.
x? — 4), x> 2
Zum Vergleich ist nachfolgend die Funktion z — Re(G,(z + 1y)) fiir y = 0.01 dargestellt:

(Hp)(z) =

NI N8 N=

—
8
|
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