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in den Briefkdsten im Untergeschoss von Gebaude E2 5

Aufgabe 1 (10 Punkte). Zeigen Sie, dass die folgende Familien summierbar sind, und
berechnen Sie deren Summe. (Hierbei ist Ny := N U {0}.)
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(a) W = 3 fir i,j € Ny
b b i N
() ai]’—ﬁ ur ¢, € Ny

(c) ay= (j> 77" fiir j € Ngund 0 < i < j (mit 2,y € R, |2, |y| < 5 fest)
i

Aufgabe 2 (10 Punkte). Wir betrachten die Folgen (an)nengs (bn)nen, und (¢n)nen,, die
gegeben sind durch
a, :=b, = (=D" und Cp = i b1 fiir alle n € Np.
vn+1 o
Zeigen Sie, dass die beiden Reihen Y~ ja, und Y~ b, konvergent sind, aber die Reihe
Y oo o Cn divergent ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte).

(a) Gegeben sei = € R. Beweisen Sie, dass die beiden Reihen

oo 2n o0 1.277,—&-1
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absolut konvergent sind. Thre Werte bezeichnen wir mit cos(z) und sin(z), d.h.
OO r2n ‘ > r2ntl
cos(x) := ;(—1) o) und sin(x) := ;(—1) o

bitte wenden



(b) Zeigen Sie durch Multiplikation von Reihen, dass fiir beliebige x,y € R gilt:
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
(Analog kénnte man auch die Gleichung sin(x+y) = cos(z) sin(y)+sin(z) cos(y) beweisen.)

(¢) Folgern Sie, dass cos?(x) + sin?(x) = 1 fiir alle z € R.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Fiir jede (rationale) Zahl s > 1 definieren wir die Riemannsche

Zeta-Funktion ¢ durch
= 1
n=1
= 1
(a) Beweisen Sie, dass die Reihe Z — fiir (rationales) s > 1 absolut konvergiert.
nS
n=1

(b) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z (C(k) —1).
k=2
- 1
Hinweis: Betrachten Sie die Familie (n7%),, ;>2 und benutzen Sie ; m =1.

Aufgabe 5 (10 Punkte). Es sei (pg)ren = (2,3,5,7,11,13,...) die Folge der Primzahlen.
Fiir N € N bezeichnen wir mit Jy die Menge aller natiirlichen Zahlen, deren Primfaktoren

zu {p1,pa, ..., pn} gehoren.
(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes (rationale) s > 1 und jedes N € N die Familie (n7°)ncsy

summierbar ist mit der Summe
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Hinweis: Verwenden Sie die geometrische Reihe fiir T
-
Pk

(b) Folgern Sie die Eulersche Produktdarstellung fiir {(s) aus Aufgabe 4,

=
C(s) = H T = lim Py fiir jedes (rationale) s > 1.
11— — N—o0
Dy

(Hierbei ist Hi\;l ar :=aj-ag---ay—1-ay fir aj,...,ay € R.)



