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Aufgabe 1 (10 Punkte). (a) Zeigen Sie, dass jeder Vektorraum V' mit einem Skalapro-
dukt die Parallelogrammidentitat erfillt (wobei ||z| := v/(z, x)):

Iz +yll* + llz — yll* = 2[|«)* + 2lly|*  firz,yeV

(b) Benutzen Sie (a), um zu zeigen, dass die Supremumsnorm auf C[0, 1] nicht von
einem Skalarprodukt kommt (dh. die Supremumsnorm kann nicht als || f|| = v/(f, f)
geschrieben werden).

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei X die Menge aller 0-1-Folgen, dh. aller Folgen (x,,),en mit
1z, € {0,1}. Fiir zwei Folgen (x,) und (y,) setze d((z,), (y,)) := 27%, wobei k die grofte
natiirliche Zahl ist, fir die x,, = y, fiir alle n < k.

(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf X definiert.

(b) Sei T : X — X definiert durch 7'((z,)) := (z},), wobei &/, = x,,; fiir n > 1 und
xy = 1. Zeigen Sie, dass T kontrahierend ist.

(c) Was ist der eindeutig bestimmte Fixpunkt von 77

Aufgabe 3 (10 Punkte). Wir betrachten ® : R — R, definiert durch ®(z) := Tia Wir
definieren d(z,y) := |®(z) — ®(y)| fir z,y € R.

(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf R definiert.

(b) Zeigen Sie, dass der Raum (IR, d) nicht vollsténdig ist.

bitte wenden



Aufgabe 4 (10 Punkte). Betrachten Sie den Raum R? mit dem euklidischen Skalarpro-
dukt

2
(,y) = Zifzyz wobel © = (z1,22),y = (v1,92)
i=1

(a) Beschreiben Sie alle Einheitsvektoren (dh. Vektoren mit Norm 1) mit Hilfe der
Funktionen sin und cos.

(b) Wir sagen, dass zwei Vektoren = und y orthogonal sind, wenn (z,y) = 0 ist. Geben
Sie alle Einheitsvektoren an, die zum Vektor (1,0) orthogonal sind.

(c) Geben Sie alle Einheitsvektoren an, die zu einem gegebenen Einheitsvektor € R?
orthogonal sind.

(d) Zeigen Sie, dass (z,y) = ||z||||y|| cos ¢, wobei ¢ den Winkel zwischen den Vektoren
x und y angibt

Aufgabe 5 (10 Punkte). Betrachten Sie die Funktionen f,, € C[0, 1] gegeben durch
fn(t) := cos(2mnt) + isin(27nt) firt € [0,1],n € N

Zeigen Sie, dass (fn, fm) = 0 falls m # n und dass (f,, f,) = 1 fur alle n,m € N. Wir
sagen, dass die Folge (f,,)nen ein orthonormales System auf (C[0, 1], (-, -)) bildet.

Zusatzaufgabe® (10 Punkte). Zeigen Sie, dass der Raum
E = {(an)ner | an € R, lim a,, existiert} mit |(an)nen|| := sup,,en|an

ein Banachraum ist. (Zeigen Sie dabei auch, dass ||-|| eine Norm ist.)



