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Aufgabe 1 (20 Punkte!). Sei γ : [a, b]→ Rn eine stetig differenzierbare Kurve. Für eine
stetige Funktion F : γ([a, b])→ Rn wird das Wegintegral über F längs γ definiert durch∫

γ

〈F (x), dx〉 :=

∫ b

a

〈F (γ(t)), γ′(t)〉dt,

wobei 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt auf Rn bezeichnet. Zeigen Sie:

(a) Ist F : γ([a, b]) → Rn stetig und ist ϕ : [a, b] → [c, d] eine stetig differenzierbare
Abbildung mit ϕ(a) = c und ϕ(b) = d, dann gilt∫

γ

〈F (x), dx〉 =

∫
γ◦ϕ
〈F (x), dx〉.

Das Wegintegral ist also invariant unter Umparametrisierung.

(b) Seien F : γ([a, b]) → Rn und G : γ([a, b]) → Rn stetige Funktionen und seien
α, β ∈ R. Dann ist∫

γ

〈(αF + βG)(x), dx〉 = α

∫
γ

〈F (x), dx〉+ β

∫
γ

〈G(x), dx〉

Das Wegintegral ist also R-linear.

(c) Ist F : γ([a, b])→ Rn stetig, dann gilt die Abschätzung∣∣∣∣∫
γ

〈F (x), dx〉
∣∣∣∣ ≤ L(γ) · max

x∈γ([a,b])
|F (x)|.

Hierbei bezeichnet L(γ) wie gewohnt die Länge der Kurve γ.

(d) Ist U ⊆ Rn offen mit γ([a, b]) ⊂ U und ist f : U → R stetig differenzierbar, dann
gilt ∫

γ

〈grad f(x), dx〉 = f(γ(b))− f(γ(a)).

bitte wenden



Aufgabe 2 (10 Punkte). Auf U := R3\{0} sei das Vektorfeld F gegeben durch:

F : U → R3, (x1, x2, x3) 7→
(
−x2

x2
1 + x2

2

,
x1

x2
1 + x2

2

, 0

)
(a) Zeigen Sie rotF (x) = 0 für alle x ∈ U .

(b) Berechnen Sie für r > 0 das Wegintegral∫
γr

〈F (x), dx〉,

wobei die stetige Kurve γr gegeben ist durch

γr : [0, 2π]→ R3, t 7→
(
r cos(t), r sin(t), 0

)
.

(c) Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 1 (d), dass F kein Gradientenfeld ist,
d.h. es gibt keine stetig differenzierbare Funktion f : U → R mit der Eigenschaft
F = grad f .

Aufgabe 3 (10 Punkte). Wir betrachten folgende normierte Vektorräume:

f := {(an)n∈N | an ∈ C,∃N ∈ N : an = 0 für n ≥ N}
c0 := {(an)n∈N | an ∈ C, lim

n→∞
an = 0}

Hierbei sind f und c0 versehen mit der Supremumsnorm ‖(an)n∈N‖∞ := supn∈N|an|.

(a) Zeigen Sie, dass f ein nicht vollständiger Vektorraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass c0 ein vollständiger Vektorraum ist.

(c) Zeigen Sie, dass f ⊂ c0 dicht ist. (c0 ist also die Vervollständigung von f .)

Aufgabe 4 (10 Punkte). Berechnen Sie das Integral∫ x

0

tne−tdt

durch Differenzieren des parameterabhängigen Integrals

F (y) :=

∫ x

0

e−tydt


