UNIVERSITAT DES SAARLANDES
FACHRICHTUNG 6.1 - MATHEMATIK
Prof. Dr. Roland Speicher

Dipl.-Math. Moritz Weber

Ubungen zur Vorlesung Analysis 1T
Sommersemester 2011

Blatt 10
Abgabe: Donnerstag, 30.6.2011, 10:00 Uhr
in den Briefkédsten vor dem Sekretariat von Frau Voss, Gebaude E2 4

Aufgabe 1 (20 Punkte!). Sei v : [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Fiir eine
stetige Funktion F' : v([a, b]) — R"™ wird das Wegintegral iber F' lings v definiert durch

/ (F(z), dz) = / (F (), 7 (8)) e,

y
wobei (-, -) das Standardskalarprodukt auf R" bezeichnet. Zeigen Sie:

(a) Ist F' : v([a,b]) — R™ stetig und ist ¢ : [a,b] — [c,d] eine stetig differenzierbare
Abbildung mit ¢(a) = ¢ und ¢(b) = d, dann gilt

/ (F(x), dz) = / (F(@).da).

v yop

Das Wegintegral ist also invariant unter Umparametrisierung.

(b) Seien F : «([a,b]) — R™ und G : ~([a,b]) — R™ stetige Funktionen und seien
a, 8 € R. Dann ist

/((aF A6 (), di) = o l(F(@, dz) + ﬂl(G(m), )

o

Das Wegintegral ist also R-linear.

(c) Ist F': y([a,b]) — R™ stetig, dann gilt die Abschitzung

[F@),dz)

Y

< L(vy) - F(x)|.
<L) max F(@)

Hierbei bezeichnet L(7y) wie gewohnt die Lange der Kurve ~.

(d) Ist U C R™ offen mit y([a,b]) C U und ist f : U — R stetig differenzierbar, dann
gilt
[(ead f(a).da) = £60) - F2(a))

~

bitte wenden



Aufgabe 2 (10 Punkte). Auf U := R3\{0} sei das Vektorfeld ' gegeben durch:

F:U—R, (xl,xz,xg)H( e 0)

2?4+ 23" 23 + 2%
(a) Zeigen Sie rot F\(x) = 0 fiir alle x € U.

(b) Berechnen Sie fiir 7 > 0 das Wegintegral

[ Pz o,

r

wobei die stetige Kurve v, gegeben ist durch

Yt [0,27] = R?, t — (rcos(t), rsin(t),0).

(c) Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 1 (d), dass F' kein Gradientenfeld ist,
d.h. es gibt keine stetig differenzierbare Funktion f : U — R mit der Eigenschaft
F =grad f.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Wir betrachten folgende normierte Vektorrdume:

f={(an)nen | an € C,AN € N: @, =0 fir n > N}

co :={(an)nen | an € C, lim a, =0}

Hierbei sind f und ¢y versehen mit der Supremumsnorm ||(a,)nen|oo := SUp,en|@nl-
(a) Zeigen Sie, dass f ein nicht vollstdndiger Vektorraum ist.
(b) Zeigen Sie, dass ¢ ein vollsténdiger Vektorraum ist.

(c) Zeigen Sie, dass f C ¢y dicht ist. (¢q ist also die Vervollstandigung von f.)

Aufgabe 4 (10 Punkte). Berechnen Sie das Integral

/ thetdt
0

durch Differenzieren des parameterabhéngigen Integrals

F(y) ::/ e dt
0



