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Aufgabe 1 (20 Punkte!). Sei X eine Menge und τ := {A ⊆ X | X\A ist endlich}∪{∅}.

(a) Zeigen Sie, dass τ eine Topologie auf X ist.

(b) Zeigen Sie, dass τ die diskrete Topologie ist (dh. τ = P(X)), wenn X endlich ist.

(c) Zeigen Sie, dass X kompakt ist.

(d) Charakterisieren Sie alle abgeschlossenen Mengen in X.

(e) Charakterisieren Sie alle kompakten Mengen in X.

(f) Sei U ⊆ X offen. Berechnen Sie den Abschluss von U .

(g) Charakterisieren Sie alle stetigen Funktionen f : X → X.

Bemerkung: Diese Topologie wird nicht von einer Metrik induziert, dh. “B(x, ε)” macht
hier keinen Sinn.

Aufgabe 2 (20 Punkte!). Führen Sie die Beweise zu Bemerkung 4.3 der Vorlesung aus:
Zeigen Sie:

(a) Ist A ⊆ C[0, 1] endlich, so ist A gleichgradig stetig.

(b) Konvergiert eine Folge (fn)n∈N in C[0, 1] gleichmäßig gegen f ∈ C[0, 1], so ist A :=
{fn|n ∈ N} ∪ {f} gleichgradig stetig.

(c) Der Abschluss Ā einer gleichgradig stetigen Teilmenge A ⊂ C[0, 1] ist wieder gleich-
gradig stetig.

bitte wenden



Aufgabe 3 (10 Punkte). Zeigen Sie, dass die geraden Polynome, also die Polynome der
Form

p(x) =
n∑

k=0

αkx
2k, n ∈ N0, α1, . . . , αn ∈ R

dicht in C[0, 1] sind. Warum sind sie nicht dicht in C[−1, 1]?

Zusatzaufgabe∗ (10 Punkte). Sei X ein kompakter metrischer Raum. Sei Y ein me-
trischer Raum und sei f : X → Y eine stetige, bijektive Funktion. Zeigen Sie, dass die
Umkehrfunktion f−1 stetig ist. Zeigen Sie auch, dass die Aussage falsch ist, wenn X nicht
kompakt ist.


