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Aufgabe 1 (20 Punkte).

Erinnerung (Jordansche Normalform fiir quadratische Matrizen iiber C):

Jede Matrix A € C™*™ ist dquivalent zu einer Matrix J in Jordanscher Normalform, d.h.
es existiert eine invertierbare Matrix (), sodass QAQ~! =: J eine Matrix mit Blocken
Ji = \i - E; + N; auf der Diagonalen ist:

]

A

Hierbei sind E; Einheitsmatrizen geeigneter Grofse, \; Eigenwerte der Matrix A und N;
habe Einsen auf der oberen Nebendiagonalen und sonst nur Nullen:
A1

Ji=Xi-Ei+ N; =
1
Ai

(a) Zeigen Sie, dass fiir Matrizen A und B mit AB = BA schon e4*? = e4eP gilt.
Ist die Bedingung AB = BA notwendig (Gegenbeispiel oder Beweis fiir allgemeinen
Fall)?

(b) Sei J eine Matrix in Jordanscher Normalform wie oben beschrieben. Berechnen Sie
e’ (Tipp: zunichst e’i).

(c) Sei A eine beliebige n x n-Matrix, dquivalent zur Matrix J aus Aufgabenteil (b),
d.h. QAQ™! = J fiir geeignetes Q € C™ ™. Bestimmen Sie e”.

bitte wenden



Aufgabe 2 (10 Punkte). Das Losen eines DGL-Systems mit Hilfe der Iteration u +— T'u
geméls Satz 11.4 aus der Vorlesung bezeichent man als Picard-Iteration.
Betrachten Sie das Anfangswertproblem

u'(t) = u(t)cos(t)
1

(a) Bestimmen Sie ein moglichst grofes Intervall [0, b], auf dem a priori laut Satz 11.4
die Konvergenz des Verfahrens garantiert ist.

(b) Bestimmen Sie per Picard-Iteration eine Losung u(t) des Anfangswertproblems und

geben Sie einen groftmoglichen Definitionsbereich D C Ry an, auf dem u(t) das
Anfangswertproblem 16st.

Aufgabe 3 (20 Punkte). Sei D :=[0,1] x [-1,1] € R? und

0 ,x =20

2x ,ax#0,-1<y<0
fD_>]R7 f(l”y): 4y 2

20 -2 v #0,0<y<ux

-2z #0222 <y<1

(a) Zeigen Sie, dass f stetig, aber nicht Lipschitz-stetig auf D ist.

(b) Betrachten Sie das Anfangswertproblem

d) = ftu),  w(0)=0, teo1]
und weisen Sie nach, dass die Picard-Iteration nicht konvergiert.
(c) Zeigen Sie, das das Anfangswertproblem dennoch l6sbar ist.

(d) Zeigen Sie, dass die Losung sogar eindeutig ist. Sie konnen dabei wie folgt vorgehen:

(i) Zeigen Sie zunichst, dass eine Losung immer 0 < u(t) < ¢? fiir alle t € (0, 1]
erfiillt.

(ii) Betrachten Sie dann fiir zwei Losungen 4 und u die Differenz v := 4 —u. Welche
DGL erfillt v?

iii) Zeigen Sie, dass v.(t) = -7 mit ¢ € R die einzigen Losungen dieser DGL auf
v
(0, 1] sind. Tipp: Untersuchen Sie fiir eine beliebige Losung v den Quotienten
;’—c fiir geeignetes c.



