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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei 2 eine o-Algebra und p ein Mak auf 2(. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Fiir alle A, B € A gilt
(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B).

(b) Fiir alle A, B € U gilt
ACB = ) <ubB).

(c) Ist (A,)nen eine Familie von Mengen aus 2, so gilt

u( U An) < gu(fln)-

neN

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei p ein Maf auf einer o-Algebra 2. Seien weiter eine Familie
(Ap)nen von Mengen aus 2 und A € 2 gegeben. Zeigen Sie:

(a) Aus A, & A folgt
lim p(A,) = p(A).

n—o0

(b) Aus A, N\, A und p(A;) < oo folgt
lim u(Ay) = u(A).

n—o0

Aufgabe 3 (10 Punkte). Wir betrachten den messbaren Raum (N, p(N)). Zeigen Sie:

(a) Durch
|Al, falls A endlich

00,  sonst

pe p(N) — [0, 00], Ar—>{

wird ein Maf auf p(N) (das sogenannte Zdhlmaf) definiert. Mit |A| bezeichnen wir
dabei die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge A € p(N).

bitte wenden



(b) In Aufgabe 2 (b) kann auf die Forderung p(A;) < oo nicht verzichtet werden.

Aufgabe 4 (20 Punkte!). Sei R := [—00,00] = RU {—00, 00} und sei

) map TER
h: R—=[-1,1], z — <1, T =00
-1, z=-00

Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung

A ~

d: RxR—[0,00), (x,y) — |h(x) — h(y)|
ist eine Metrik auf R.

(b) Die Abbildung % ist ein Homéomorphismus von dem metrischen Raum (R, d) auf
den metrischen Raum [—1, 1] mit der vom Betrag induzierten Metrik.

Hinweis: Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen X und Y
heifst Homoomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch die Umkehrfunk-
tion f~!:Y — X stetig sind.

(¢) (R,d) ist kompakt.

(d) Eine Menge U C R ist genau dann eine Umgebung von oo (bzw. von —oo) in (R, d),
wenn ein a € R existiert mit (a,00] C U (bzw. [—00,a) C U).

() Die Inklusionsabbildung J : R — R ist ein Homdomorphismus von (R, dp.) auf
(R7d|R><R)-

(f) Jedein (R, d) offene Menge ist abzéhlbare Vereinigung von Mengen der Form [—oc, a),
(b, ¢) und (d, o0] mit a,b,c,d € R.

(g) Ist (X,2) ein messbarer Raum, so ist f : X — R genau dann 2-messbar, wenn
fH(a,]) € A gilt fiir alle a € R.

A

Hinweis: Zeigen Sie, dass B(R) von {(a,c0]| a € R} erzeugt wird.

Zusatzaufgabe* (10 Punkte). Sei p ein Mak auf einer o-Algebra 2l und seien Ay, ..., A, €
A mit u(A;) < oo fiir alle i = 1,...,n gegeben. Zeigen Sie, dass

n

AU UA) =Y (=D Y p(A, NN Ay

k=1 1<i1 << <n



