UNIVERSITAT DES SAARLANDES
FACHRICHTUNG 6.1 - MATHEMATIK
Prof. Dr. Roland Speicher

M.Sc. Tobias Mai

Ubungen zur Vorlesung Analysis III
Wintersemester 2011/2012

Blatt 4
Abgabe: Donnerstag, 17.11.2011, 8:30 Uhr
in den Briefkdsten im Untergeschoss von Gebaude E2 5

Aufgabe 1 (10 Punkte). Wir setzen
A := {A C R| A ist Vereinigung von endlich vielen Intervallen}

und definieren . .
pe A= [0,00), A= )5S L),
k=1 k=1

wobei wir mit
L(I) := sup |a — b

a,bel

die Linge eines Intervalls I C R bezeichnen. Zeigen Sie:

(a) 2 ist eine Algebra und p ein Prémafs auf 2.

(b) Das von p induzierte dufsere Mafs p* ist translationsinvariant, d.h. fiir alle A C R
und alle z € R gilt

p(z+ A) = u*(A), wobei x4+ A:={x+a|laec A}
(c) Die o-Algebra 9, der beziiglich p* messbaren Mengen ist translationsinvariant,

d.h. fiir alle A € M, und alle z € R gilt (x + A) € M,,. (Insbesondere ist auch das
Lebesgue-Maf A := p1*|on, translationsinvariant.)

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei A das auf die o-Algebra B(R) der Borelmengen von R einge-
schriankte Lebesgue-Mafs. Zeigen Sie, dass jede Borel-messbare und Riemann-integrierbare
Funktion f : [a,b] — [0, 00) auch Lebesgue-integrierbar ist und dass in diesem Fall gilt:

b
| Hlarda @)

Bemerkung: Die Aussage bleibt auch dann noch giiltig, wenn wir auf die Einschrankung
f > 0 verzichten.

bitte wenden



Aufgabe 3 (10 Punkte). Bestimmen Sie die folgenden beiden Grenzwerte:
(a) lim (1 - E)ne%d.?c
n—oo 0 n

(b) lim i <1+§>n6_2“”dx

n—o00 n

Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei (a,)nen eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller
Zahlen mit ) | a, < co. Zeigen Sie, dass

lim na, = 0.
n—oo

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei p ein Pramaf auf einer Algebra 2 C o(X) und sei p* das
von p induzierte dufere Mafs. Zeigen Sie, dass p*(A) = u(A) fir alle Mengen A € 2 gilt.

Zusatzaufgabe* (10 Punkte). Konstruieren Sie eine Teilmenge £ C R, die nicht Lebesgue-
messbar ist.

Hinweis: Zur Konstruktion von F benétigen Sie das Auswahlaxiom.



