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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei X eine Menge und p(X) ihre Potenzmenge. Wir nennen
D C p(X) ein A-System (oder Dynkin-System), falls die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(i) X €®.
(ii) Fir A,B € ® mit A C B gilt B\A €.

(iii) Fiir eine Folge (D,,)nen von paarweise disjunkten Mengen in ® ist U D, e®.
neN

Man gebe ein Beispiel fiir ein A-System, das keine o-Algebra ist. Man zeige, dass ein
A-System © genau dann eine o-Algebra ist, wenn gilt

ABe® = ANnBe?.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei § eine Teilmenge von (X)) und sei A(F) bzw. o(§) das von
§ erzeugte A\-System bzw. die von § erzeugte o-Algebra. Zeigen Sie: Hat § die Eigenschaft

ABe§ = ANBESF, (1)
so gilt A(§) = o(F).

Ein Mengensystem § C p(X), das die Bedingung (1) erfiillt, nennen wir 7-System (oder
durchschnittsstabil ).

Aufgabe 3 (10 Punkte). Seien py, s zwei Mafke auf einer o-Algebra 2 C p(X). Zeigen
Sie: Gibt es ein m-System § C (X)) mit den Eigenschaften

(i) & =0o(3).
(ii) g = pols-

(iii) Es gibt eine Folge (F},)n,eny von Mengen aus § mit uq(F,) = ua(F,) < oo fir alle
neNund (J, .y Frn = X.

dann gilt p; = pe auf 2A.

bitte wenden



Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei X = (0,1] N Q. Zeigen Sie:

(a) Die Menge 2 aller endlichen Vereinigungen von Intervallen der Form (a, b] N Q mit
0<a<b<1unda,be Q ist eine Algebra.

(b) Durch u((a,b]NQ) = oo und p(B) = 0 wird ein Pramaf p auf A definiert. Wie sieht
das von pu induzierte dufere Mafs p* aus?

(c) Die Fortsetzung von p auf die kleinste o-Algebra, die 21 enthilt, ist nicht eindeutig.

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei p : B(R) — [0,00) ein endliches Maf. Wir definieren die
zugehorige Verteilungsfunktion durch

F,: R—=R, 2~ p((—o0,z]).
Zeigen Sie:
(a) Die Funktion F), ist rechtsseitig stetig, d.h. fiir alle 2y € R gilt

lim F),(z) = F,(z0)
T \(To

(b) Die Funktion F), ist genau dann an einer Stelle x5 € R linksseitig stetig, d.h. es gilt

lim Fy(z) = F,(ao),

wenn u({xo}) = 0 ist.
Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion fiir
e das Dirac-Maf §, : B(R) — [0,00) zu a € R.

e das Maf
JI ‘:B(R) — [0,00), A )\(Aﬂ [O, 1]),

wobei A das Lebesgue-Maft auf R bezeichne.

Zusatzaufgabe* (10 Punkte). Zeigen Sie Bemerkung 2.13 (2) der Vorlesung:

Ist p ein o-endliches Pramafl auf einer Algebra 21 und p* das von p induzierte dufsere
Maf, so ist (X, M, @) mit 7 := p*|s, die Vervollstindigung von (X, o (), 1 |sca)).



