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Aufgabe 1 (10 Punkte). Wir definieren J := {(a,b]| — 0o < a < b < oo} und

2

={AC R| A ist Vereinigung von endlich vielen disjunkten Intervallen aus J}.

Zeigen Sie:

(a)
(b)

2l ist eine Algebra iiber (—oo, o0.

Ist h : R — R eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion mit
h(—o00) = 0, so ist durch

pn s A= [0,00), A=) =) LI
k=1 k=1
mit
L:3—=R, I=/(ab]+ h(b)—h(a)
ein wohldefiniertes, endliches Pramaf auf 2 gegeben. Zeigen Sie weiter, dass das
durch py, induzierte aulere Mafs 1) ebenfalls endlich ist und dass alle Borelmengen
B(R) bereits p,-messbar sind.

Wir nennen A\, := py|sm®) das Lebesgue-Stieltjes-Maf zu h und schreiben fiir das
zugehorige Lebesgue-Stieltjes-Integral einer Borel-messbaren Funktion f : [a,b] — R
kurz

f(z)dh(x) = (x)dAp ().

[a,b] [a,b]

Ist h : R = R eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion mit
h(—o00) = 0, so ist F), = h|g.

Umgekehrt erfiillt F), fir jedes endliche Maf p auf B(R) die Voraussetzungen von
Aufgabenteil (b) und es gilt Ap, = p.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei p ein endliches Maf auf der o-Algebra B(R) der Borel-
mengen, dessen Verteilungsfunktion F), : R — R stetig differenzierbar ist. Sei weiter
I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Zeigen Sie:

bitte wenden



(a) Bezeichnen wir mit A\ das Lebesgue-Mafs auf B(R), so ist durch
v: B(I)—1[0,00), A / Fy (z)d\(x)
A
ein endliches Maf auf ®B(I) gegeben.

(b) Es gilt pu|gy = v.

(c) Jede Borel-messbare und Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R ist auch
p-integrierbar und es gilt

b
x)du(z) = o)V F' (x)dzx.
| J@ntz) /af( V! (z)

Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei (X, 2, 1) ein Mafraum und sei (Y, 9) ein messbarer Raum.
Sei weiter T : X — Y eine messbare Abbildung und 7'(x) das Bildmaf von p auf 9.
Zeigen Sie, dass fiir jede messbare Funktion f : Y — C die folgenden beiden Aussagen
aquivalent sind:

(i) f:Y — C ist integrierbar beziiglich T'(u).
(ii) foT : X — C ist integrierbar beziiglich .

Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall gilt:

/Y F ()T (u)(y) = /X F(T())d(z)

Aufgabe 4 (10 Punkte). Verwenden Sie den Satz von Fubini sowie die Beziehung

1 o
- = / e tdt fiir z > 0,
x 0

um zu zeigen, dass
R .
) sin(x
lim Jdx =
R—o0 J €T

Do N

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei K der Durchschnitt der beiden Zylinder
7y = {(x,y,2) € R} 2* +2* < 1} und  Zy = {(z,y,2) € R y* +2* < 1}.

Berechnen Sie das Volumen von K.

Zusatzaufgabe* (10 Punkte). Sei (X,2(, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also ein Mak-
raum mit der Eigenschaft p(X) = 1, und sei ¢ : I — R eine auf dem Intervall I := |[a, b|
konvexe Funktion, d.h. fiir alle x,y € I gelte

e((1 =tz +ty) < (1 —t)p(x) +te(y)  firallet € [0,1].
Zeigen Sie:

(a) ©|(a,p) ist stetig. Insbesondere ist ¢ Borel-messbar.

(b) Fiir eine p-integrierbare Funktion f: X — I'ist [, f(z)du(x) € I und es gilt

o [ @dn) < [ o(r@)auta)



