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Aufgabe 1 (10 Punkte). Wir definieren I := {(a, b]| −∞ ≤ a < b ≤ ∞} und

A := {A ⊆ R̂| A ist Vereinigung von endlich vielen disjunkten Intervallen aus I}.

Zeigen Sie:

(a) A ist eine Algebra über (−∞,∞].

(b) Ist h : R̂ → R eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion mit
h(−∞) = 0, so ist durch

µh : A→ [0,∞), A =
n⋃·
k=1

Ik 7→
n∑
k=1

L(Ik)

mit
L : I→ R, I = (a, b] 7→ h(b)− h(a)

ein wohldefiniertes, endliches Prämaß auf A gegeben. Zeigen Sie weiter, dass das
durch µh induzierte äußere Maß µ∗h ebenfalls endlich ist und dass alle Borelmengen
B(R) bereits µh-messbar sind.

Wir nennen λh := µ∗h|B(R) das Lebesgue-Stieltjes-Maß zu h und schreiben für das
zugehörige Lebesgue-Stieltjes-Integral einer Borel-messbaren Funktion f : [a, b]→ R
kurz ∫

[a,b]

f(x)dh(x) :=

∫
[a,b]

f(x)dλh(x).

(c) Ist h : R̂ → R eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktion mit
h(−∞) = 0, so ist Fλh = h|R.
Umgekehrt erfüllt Fµ für jedes endliche Maß µ auf B(R) die Voraussetzungen von
Aufgabenteil (b) und es gilt λFµ = µ.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei µ ein endliches Maß auf der σ-Algebra B(R) der Borel-
mengen, dessen Verteilungsfunktion Fµ : R → R stetig differenzierbar ist. Sei weiter
I = [a, b] ⊂ R ein kompaktes Intervall. Zeigen Sie:

bitte wenden



(a) Bezeichnen wir mit λ das Lebesgue-Maß auf B(R), so ist durch

ν : B(I)→ [0,∞), A 7→
∫
A

F ′µ(x)dλ(x)

ein endliches Maß auf B(I) gegeben.

(b) Es gilt µ|B(I) = ν.

(c) Jede Borel-messbare und Riemann-integrierbare Funktion f : [a, b] → R ist auch
µ-integrierbar und es gilt∫

[a,b]

f(x)dµ(x) =

∫ b

a

f(x)F ′µ(x)dx.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei (X,A, µ) ein Maßraum und sei (Y,M) ein messbarer Raum.
Sei weiter T : X → Y eine messbare Abbildung und T (µ) das Bildmaß von µ auf M.
Zeigen Sie, dass für jede messbare Funktion f : Y → C die folgenden beiden Aussagen
äquivalent sind:
(i) f : Y → C ist integrierbar bezüglich T (µ).

(ii) f ◦ T : X → C ist integrierbar bezüglich µ.
Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall gilt:∫

Y

f(y)dT (µ)(y) =

∫
X

f(T (x))dµ(x)

Aufgabe 4 (10 Punkte). Verwenden Sie den Satz von Fubini sowie die Beziehung
1

x
=

∫ ∞
0

e−xtdt für x > 0,

um zu zeigen, dass

lim
R→∞

∫ R

0

sin(x)

x
dx =

π

2
.

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei K der Durchschnitt der beiden Zylinder

Z1 := {(x, y, z) ∈ R3| x2 + z2 ≤ 1} und Z2 := {(x, y, z) ∈ R3| y2 + z2 ≤ 1}.
Berechnen Sie das Volumen von K.

Zusatzaufgabe∗ (10 Punkte). Sei (X,A, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also ein Maß-
raum mit der Eigenschaft µ(X) = 1, und sei ϕ : I → R eine auf dem Intervall I := [a, b]
konvexe Funktion, d.h. für alle x, y ∈ I gelte

ϕ
(
(1− t)x+ ty

)
≤ (1− t)ϕ(x) + tϕ(y) für alle t ∈ [0, 1].

Zeigen Sie:
(a) ϕ|(a,b) ist stetig. Insbesondere ist ϕ Borel-messbar.

(b) Für eine µ-integrierbare Funktion f : X → I ist
∫
X
f(x)dµ(x) ∈ I und es gilt

ϕ
(∫

X

f(x)dµ(x)
)
≤
∫
X

ϕ(f(x))dµ(x).


