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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei D := {(z,y) € R?| z?+y* < 1}. Berechnen Sie fiir n,m € N
die beiden Integrale

/D(x +iy)" (2 — iy)™dN*(z, y) und /s (x +iy)"(x — iy)"doy (2, y).

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei f eine messbare Funktion auf einem Mafraum (X, 2, u).
Zeigen Sie:

(a) Sind 1 < p,g < oo und 0 < 0 <1 gegeben und ist r > 1 bestimmt durch

1 1-6 6
-t -,
r p q

so gilt die Ungleichung
LAl < 11 NG,

(b) Sind 1 < p < ¢ < oo gegeben, so gilt fiir alle p < r <gq
P(X)NLYX) C L'(X).

Aufgabe 3 (10 Punkte). Zeigen Sie:
(a) Fiir eine positiv definite Matrix A € R™*" gilt

/ e~ ABT A" (1) = w2 (det(A4)) 2.

(b) Sind A, B € R™™ positiv definit, so gilt fir alle 6 € [0, 1]
det(0A + (1 — 60)B) > (det(A))?(det(B))* .

[NIE

Aufgabe 4 (10 Punkte).
(a) Sei (X, 2, 1) ein Mafraum. Wir bezeichnen mit & die Menge aller einfachen Funk-
tionen s : X — C mit der Eigenschaft

p({z € X| s(z) #0}) < o0
Zeigen Sie: Fir 1 < p < oo liegt S dicht in LP(X, p).

bitte wenden



(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Lusin, dass C[0,1] fiir 1 < p < oo dicht in
LP([0,1], A1) liegt.

(c) Liegt C[0,1] auch dicht in L>([0, 1], A1)?
Aufgabe 5 (10 Punkte). Fiir 1 < p < 0o definieren wir

o0
a, € C, Z la,|P < oo}

(N) = { (@n)nen

n=1
und )
Il 80 = 0,00), s = (L lanl”)
n=1
Zeigen Sie:
(a) Fir 1 <p < ooist ((?(N),] -|l,) ein vollsténdiger normierter Raum.

(b) Fiir1<p,q<oomitg—1)+%zlistdurch

(T'(b)(a) == Zanbn fir a = (an)nen € P(N) und b = (b, )nen € ¢4(N)

eine wohldefinierte Abbildung 7" : ¢4(N) — ¢*(N)* gegeben.

Bemerkung: Ist (X, | - ||) ein Banachraum tiber K mit K = R oder K = C, so be-
zeichnen wir mit X* die Menge aller beschrankten linearen Funktionale
¢ : X — K und nennen X* den Dualraum zu X.

(c) Die in Aufgabenteil (b) definierte Abbildung T ist ein Isomorphismus (also stetig,
linear und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung).

Zusatzaufgabe® (10 Punkte). Sei f: R — R eine Lebesgue-messbare Funktion, die die
Funktionalgleichung

fle4+y)=f(x)+ f(y) fiir alle z,y € R

erfiillt. Zeigen Sie unter Verwendung des Satzes von Lusin, dass gilt

flz)==xf(1) fir alle z € R.

Satz (von Lusin, Satz 2.24 - Rudin). Gegeben sei eine nichtleere Borel-messbare Menge
X C R. Seien weiter B € B(X) mit A'(B) < oo und eine messbare Funktion f: X — C
mit f(z) = 0 fiir alle x ¢ B gegeben. Dann gibt es fiir alle € > 0 eine Funktion g € C.(X)
mit

N({o € X] g(2) # fl@)}) <<
und

sup |g(x)| < sup [f(2)].
rzeX zeX



