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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei D := {(x, y) ∈ R2| x2+y2 ≤ 1}. Berechnen Sie für n,m ∈ N0

die beiden Integrale∫
D

(x+ iy)n(x− iy)mdλ2(x, y) und
∫
S1
(x+ iy)n(x− iy)mdσ1(x, y).

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei f eine messbare Funktion auf einem Maßraum (X,A, µ).
Zeigen Sie:

(a) Sind 1 ≤ p, q <∞ und 0 < θ < 1 gegeben und ist r ≥ 1 bestimmt durch
1

r
=

1− θ
p

+
θ

q
,

so gilt die Ungleichung
‖f‖r ≤ ‖f‖1−θp ‖f‖θq.

(b) Sind 1 ≤ p < q <∞ gegeben, so gilt für alle p ≤ r ≤ q

Lp(X) ∩ Lq(X) ⊆ Lr(X).

Aufgabe 3 (10 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Für eine positiv definite Matrix A ∈ Rn×n gilt∫
Rn

e−〈Ax,x〉dλn(x) = π
n
2

(
det(A)

)− 1
2 .

(b) Sind A,B ∈ Rn×n positiv definit, so gilt für alle θ ∈ [0, 1]

det(θA+ (1− θ)B) ≥ (det(A))θ(det(B))1−θ.

Aufgabe 4 (10 Punkte).
(a) Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Wir bezeichnen mit S die Menge aller einfachen Funk-

tionen s : X → C mit der Eigenschaft

µ
(
{x ∈ X| s(x) 6= 0}

)
<∞

Zeigen Sie: Für 1 ≤ p <∞ liegt S dicht in Lp(X,µ).

bitte wenden



(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Lusin, dass C[0, 1] für 1 ≤ p < ∞ dicht in
Lp([0, 1], λ1) liegt.

(c) Liegt C[0, 1] auch dicht in L∞([0, 1], λ1)?

Aufgabe 5 (10 Punkte). Für 1 ≤ p <∞ definieren wir

`p(N) :=
{
(an)n∈N

∣∣∣ an ∈ C,
∞∑
n=1

|an|p <∞
}

und

‖ · ‖p : `p(N)→ [0,∞), (an)n∈N 7→
( ∞∑

n=1

|an|p
) 1

p

.

Zeigen Sie:

(a) Für 1 ≤ p <∞ ist (`p(N), ‖ · ‖p) ein vollständiger normierter Raum.

(b) Für 1 < p, q <∞ mit 1
p
+ 1

q
= 1 ist durch

(T (b))(a) :=
∞∑
n=1

anbn für a = (an)n∈N ∈ `p(N) und b = (bn)n∈N ∈ `q(N)

eine wohldefinierte Abbildung T : `q(N)→ `p(N)∗ gegeben.

Bemerkung: Ist (X, ‖ · ‖) ein Banachraum über K mit K = R oder K = C, so be-
zeichnen wir mit X∗ die Menge aller beschränkten linearen Funktionale
ϕ : X → K und nennen X∗ den Dualraum zu X.

(c) Die in Aufgabenteil (b) definierte Abbildung T ist ein Isomorphismus (also stetig,
linear und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung).

Zusatzaufgabe∗ (10 Punkte). Sei f : R → R eine Lebesgue-messbare Funktion, die die
Funktionalgleichung

f(x+ y) = f(x) + f(y) für alle x, y ∈ R

erfüllt. Zeigen Sie unter Verwendung des Satzes von Lusin, dass gilt

f(x) = xf(1) für alle x ∈ R.

————————————————————————————–

Satz (von Lusin, Satz 2.24 - Rudin). Gegeben sei eine nichtleere Borel-messbare Menge
X ⊆ R. Seien weiter B ∈ B(X) mit λ1(B) <∞ und eine messbare Funktion f : X → C
mit f(x) = 0 für alle x /∈ B gegeben. Dann gibt es für alle ε > 0 eine Funktion g ∈ Cc(X)
mit

λ1
(
{x ∈ X| g(x) 6= f(x)}

)
< ε

und
sup
x∈X
|g(x)| ≤ sup

x∈X
|f(x)|.


