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I. Integrationstheorie

Das Riemann-Integral (oder das Integral von Regelfunktionen) ist eine gute Theo-
rie fiir stetige Funktionen und vertragt sich gut mit der gleichméfigen Konvergenz
von Funktionenfolgen, passt aber nicht zur punktweisen Konvergenz. Zur Behand-
lung von allgemeineren Funktionen wird also ein allgemeinerer Integralbegriff als
das Riemann-Integral gebraucht. Eine mdgliche Verallgemeinerung ist das Daniell-
Integral, wir werden uns vornehmlich mit dem Lebesgue-Integral beschéftigen.
Beide Zuginge zu einem allgemeineren Integral liefern im Endeffekt dquivalente
Theorien.
Sei zum Beispiel X = [0,1] und f : X — C. Dann bezeichnen wir

/Olf(t)dt/f/fdu-

Abstrakt ist f — [ f ein positives lineare Funktional von % (X) nach C. Die
direkte Ausdehnung nach Daniell erarbeitet die Integration einer moglichst grofien
Klasse von Funktionen f : X — C. Der Zugang von Lebesgue arbeitet mit dem
Begriff eines sogenannten Mafles u auf X.

Definition: Sei X eine Menge, A C X eine Teilmenge. Dann definieren wir durch
1a I:XAZX—>{0,1}
1 z€A
i d
0 z¢ A
die charakteristische Funktion der Menge A.

Fiir solche charakteristischen Funktionen von A = [a, b] ist das Integral

/1A(x)dx:/abdx:b—a

ein ,Maf“ fir die Gréfle von A.

Bemerkung: Das wesentliche Ziel der Theorie ist die Definition des Ausdrucks
[ fdp fiir eine hinreichend grofie Klasse von Funktionen, so dass unter moglichst
allgemeinen Bedingungen gilt:

/hm fondp = lim /fndu (I.1)
n—oo n—oo

fiir punktweise Konvergenz. Obige Einschrankungen (,hinreichend groe Klasse®,
»moglichst allgemein“) sind notwendig, man kann nicht alle Funktionen integrieren
und gilt nicht fir alle integrierbaren Funktionen.



I. Integrationstheorie

1. Abstrakte Integration aus gegebenem Maf3

Ein ,Maf3“ soll die Grofle von Mengen messen, so dass es sich sinnvoll verhélt
beziiglich den kanonischen Operationen und Approximationen. Zum Beispiel fiir
R DI =]a,b] ist A(I) = b — a die Lange des Intervalls, aber wir brauchen A auch
fiir Mengen, die aus Intervallen durch kanonische Operationen konstruiert werden
konnen.

Bemerkung: Typischerweise kann man Mafle nicht auf allen Mengen definieren.
Der Definitionsbereich von Mafien heifit o-Algebra.

Definition 1.1: (1) Sei X eine Menge. Eine o-Algebra auf X ist ein Teilmenge
ACP(X):={A| AC X} mit
(i) X e,
(i) AeA= A e,
(iii) A, €A (neN)=U,cn4n €2

Bemerkung: Mit , folgt auch immer, dass @ € 2.

(2) Ein (positives) Maf auf einer o-Algebra 2 ist eine Funktion p : 2 — [0, 0]
mit den Eigenschaften:

(i) p(@) =0,

(i) p ist o-additiv: fiir paarweise disjunkte A4,, € A (n € IN) gilt:

Qoo

(3) Ein messbarer Raum ist ein Paar (X,2) bestehend aus einer Menge X und
einer o-Algebra 20 auf X. Elemente von 2 heiflen messbare Mengen.

(4) Ein Mafsraum (X, 2, 1) hat zusétzlich ein Maf p auf 2.

Bemerkung 1.2: (0) Englische Bezeichnungen fiir die gerade definierten Begriffe:
(i) A: o-algebra, o-field,

(ii) p: measure,
(iii) (X,2A): measurable space,
(iv) (X,2, p); measure space.

(1) Wesentlich ist, dass in der Definition von o-Algebra und dem Maf} abzéhlbare
Vereinigungen erlaubt sind. , 0 steht fiir ,,abzédhlbar®

(2) Y02 u(Ay) € [0, 00] ist immer definiert, da alle Terme > 0 sind.

(3) Es ist sinnvoll auch p(A) = oo fiir gewisse A zuzulassen, z. B. die Linge des
Intervalls [a, c0) ist unendlich.



1. Abstrakte Integration aus gegebenem Maf

(4) Betrachte X = R. Die trivialen Beispiele fiir o-Algebren sind 2 = {&, X'}
und A = P(X).

(5) Sei F eine Familie von Teilmengen von X. Dann definieren wir

oF)= (] «
A o—Algebra
Fcu
und nennen o(F) die von F erzeugte o-Algebra. Insbesondere ist o(F) die
kleinste o-Algebra, die F enthilt. Ein fiir uns interessanter Fall ist zum
Beispiel F = {[a,b] | a,b € R}. Wir setzen B := o(F) fiir die kleinste
o-Algebra, die alle Intervalle enthélt. 6 heifit die Borel-o-Algebra.

(6) Nicht-triviale o-Algebren sind normalerweise recht abstrakte Objekte, zum
Beispiel gibt es keine explizite Beschreibung einer allgemeinen Borelmenge
Ae€B.

(7) Im Augenblick wissen wir noch nicht, wie wir nicht-triviale Mafie konstruie-
ren konnen; z. B. ist es nicht klar, wie wir A (als Funktion, die reellen Inter-
vallen ihre Linge zuordnet) zu beliebigen Borelmengen fortsetzen kénnen?
Im Augenblick nehmen wir ein Maf} als gegeben an. Im néchsten Kapitel
kommen wir auf das Problem der Konstrukion eines Maf} es zuriick.

(8) Die o-Additivitat eines Mafles entspricht einer Stetigkeitseigenschaft.
Notation 1.3: Seien 4,, C X (n € IN) und A C X. Dann definieren wir

(1) An/‘A@Al CAQCAgC...,A:U?ZlAn,

(2) An\A<:>A1 D A; D Ag D...,A:nzozlAn.

Satz 1.4: Sei p ein Maf auf einer o-Algebra A und betrachte A, € A (n € N),
A e . Dann gilt:

(1) Ap /A= limy, o0 u(An) = pu(A),
(2) u(A,) <oo VneWN and A, \( A = lim, 00 u(Ay) = u(A).

Beweis: Ubungsblatt 2. ]

Definition 1.5: Seien (X, ), (Y, 9) messbare Rdume. Eine Abbildung f : X - Y
heifit messbar, falls f~1(M) € 2 fiir alle M € 9 gilt.

Satz 1.6: Sei M = o(F) fir F C PY). Dann gilt: f: X — Y ist genau dann
messbar, falls f~*(F) €A VF € F.

Beweis: ,,=* : Klar.

W= Setze M= {N C Y | f1(N) € %}. Dann gelten F C N, auBerdem ist M eine
o-Algebra, was 0t O o(F) = M nach sich zieht, d.h. f~'(M) €A VM € M C N,
also ist f messbar.
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Um zu sehen, dass 91 eine o-Algebra ist, beachten wir, dass folgendes gilt:
(i) X =f1Y) €, also gilt Y € N,
(i) Sei N € M, d.h. f~H(N) € A Es gilt f~(N) = (f~(N))° € A, weil 2 eine
o-Algebra ist. Darum gilt N¢ € 9,
(iii) Sei N, € M (n € IN). Es gilt f~*(N,) € 2 Vn. Wegen den Eigenschaften des
Urbilds gilt

I (Um)=Usra e,
n=1 n=1
also gilt (J7, N, € M.
Damit ist 91 eine o-Algebra und die Behauptung folgt. ]

Oft (insbesondere fiir Y = R, C) sind die betrachteten o-Algebren durch eine
Topologie gegeben.

Definition 1.7: Sei X eine Menge.

(1) Eine Topologie T auf X ist eine Teilmenge 7 C P(X) mit
(i) 9,X e,
(ii) Uh,....Uper=>N Ui e,
(iii) Us € 7 (i € I) = U;¢; Ui € 7 fiir beliebige Indexmengen 1.
Die Mengen in 7 heiflen offene Mengen.
(2) Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Raumen (X, 7x),
(Y, 7y) heift stetig, falls f~2(U) € 7x YU € 1y.

(3) Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Die von 7 erzeugte o-Algebra o(7) heifit
die o-Algebra der Borelmengen in X.

Konvention 1.8: Im Folgenden betrachten wir Y = R, C, R", C" immer als mess-
baren Raum mit der Borel-o-Algebra 6 = o(7) beziiglich der kanonischen Topo-
logie 7 auf Y.

Korollar 1.9: Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann ist jede stetige Funktion
f: X — R messbar.

Beweis: B ist die o-Algebra der offenen Mengen auf R. Es bleibt geméafl zu zeigen,
dass f~Y(U) € o(r) YU € 7. Da f stetig und U offen ist gilt f~'(U) € 7 C o(7). [ |

Satz 1.10: Jede offene Menge in R ist abzihlbare Vereinigung von offenen Inter-
vallen und somit ist

B :=o(r) =o({(a,b) | a <b}) = o({(e,00) | @ € R}) = o({[ex,0) | @ € R}).

Beweis: Sei U C R offen, wiahle um jeden rationalen Punkt x; € U ein maximales offenes
Intervall U; mit z; € U; C U. Dann ist schon U = Uzoil Ui, denn fiir x € U gibt es € > 0,
so dass (z — e,z +¢) C U. Nun existiert ein z; € (z — &,z + ¢) mit |z — z;| < /3, also
gilt x € U;.
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Wegen (a,b] = ﬂnem(a,b + %), (a,b) = UnE]N(a,b — %], (a,b] = (—o0,b] N (a,0)
und (a,00) = UnE]N(a7 n] sind die in Satz angegebenen Beschreibungen der
Borel-o-Algebra dquivalent. |

Korollar 1.11: Sei (X,2A) ein messbarer Raum und f : X — R. Dann gilt: [ ist
messbar genau dann, wenn f~((a,00)) = {z | f(z) > a} € A Va € R, oder
genau dann, wenn f~1([a,00)) = {x | f(z) > a} € A Va € R, oder genau dann,
wenn {z | f(z) <a} €A Va eR.

Beweis: Klar nach und . |

Satz 1.12: Seien f,g : X — R messbar. Dann sind auch f+g,f-g: X = R
messbar.

Beweis: Die Messbarkeitsbedingung f(z) + g(x) < « fihrt auf f(z) < a — g(z), d.h.
JreQ: f(z) <r<a-g(z). Somit ist

{z | f(2)+9(@) <a} = {z| f(@) <r}nfa|gl@) <a—r},

r€Q ex ex

also gilt {z | f(z) +¢g(z) < a} € A YVa € R, damit ist f + g messbar. Der Beweis fiir das
Produkt f - g funktioniert analog. ]

Konvention 1.13: Fiir reellwertige Funktionen wollen wir auch +oo als Funktions-
werte zulassen, d. h. wir betrachten R = [—o00, 00] = RU{—00, +00} und versehen
R mit einer o-Algebra B(R) = o({[e, 0] | @ € R}) = c({(r, 0] | @ € R}). Somit
ist f:(X,A) — R messbar genau dann, wenn {x | f(z) > a} €A Va € R.

Die topologischen Begriffe (Grenzwerte, sup, inf) sind auf R in offensichtlicher
Weise definiert mit der Konvention —oco < z < co Vz € R.

Satz 1.14: Seien f, : X — R fir n € IN eine Folge von messbaren Funktionen.
Dann sind auch sup, ¢y fn,infpew fn,limsup,cn fr : X — R alle messbar. Ins-
besondere gilt: fir eine punktweise konvergente Folge von messbaren Funktionen
(fu)nen ist auch der Grenzwert f = lim,en f,, messbar.

Beweis: Zuerst wollen wir den Nachweis bringen, dass sup,, ¢ fn messbar ist. Sei dazu
a € R, dann ist

{o]sup fu(2) > a} = | {z | fn(@) > o},
ne —_—
n=1 e
also ist sup,,¢ fn messbar. Der Nachweis fiir inf,en fn funktioniert analog. Weiter gilt

lim SUpP, e fn = infhen SUPy >, fr, damit ist auch lim SUp,, e frn. messbar. liminf,en fr
funktioniert genauso. |
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Notation 1.15: Sei A C X beliebige Menge. Die charakteristische Funktion 14
(oder auch y4) ist definiert durch

14:X — {0,1}

1 z€A
T .
0 sonst

Die charakteristische Funktion 14 einer Menge A ist genau dann messbar, wenn
A messbar ist.

Definition 1.16: Eine Funktion s : X — R heifit einfach (oder auch Elementar-
funktion), falls sie messbar ist und ihr Wertebereich nur aus endlich vielen Punkten

besteht, d. h.
n
s = Z o;la,
i=1
fir n € N, ay, ..., a, € R und paarweise disjunkte messbare A;,..., A, C X.

Summen, Differenzen und Produkte von einfachen Funktionen sind jeweils wie-
der einfache Funktionen.

Satz 1.17: Sei f : X — [0,00] eine messbare Funktion. Dann gibt es einfache
Funktionen s, : X — R mit

(a) 0<s1<sp< - < f,

(b) lim, 00 sn(z) = f(z) Vz € X.

Beweis: Setze

f(@) =n
5w g < fl@) < (k+ 1)z fir0<k<2" -1

an

)

d.h. s, hat die Darstellung

2" —1

n
Sn =1 Lp-1(n,00)) T Z (%7) Lyt (ke (k1) )
k=0

Die so konstruierten s, erfiilllen das Gewiinschte. [ |

Bemerkung 1.18: (1) Die Strategie zur Definition des Integrals:

(i) Fir charakteristische Funktionen 14 erkliren wir das Integral von 14
durch [1adp = p(A).
(ii) Fir einfache Funktionen erkldren wir das Integral durch

/ZailAi du:Zai/IAi dH:ZQiH(Ai)-
i=1 i=1 i=1
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(iii) Fir messbare Funktionen wollen wir einen Integralbegriff definieren,
der [lim, oo Sy dp = limy, o0 [ sy, dp leistet.

Im Schritt von charakteristischen Funktionen zu einfachen Funktionen miis-
sen wir uns Uberlegen, dass fur

ZleBi =S = ZailAi
j=1 i=1

gilt
> Bin(By) =Y aip(A
j=1 i=1

Das ist einfach zu sehen. Im Schritt von einfachen Funktionen zu messbaren
Funktionen miissen wir priifen, dass fir lim, . s, = f = lim,,_, o t,, gilt

lim [ spdp= lim [ t,du.

n— oo n—oo

Das ist nicht offensichtlich, daher definieren wir das Integral etwas anders
und betrachten Konvergenzeigenschaften spéter.

(2) Um Problemen mit oo — oo aus dem Weg zu gehen, betrachten wir zunéchst
fur f > 0, spater betrachten wir dann den allgemeinen Fall.

(3) Vergleiche Vorgehensweise zur Behandlung von summierbaren Reihen in der
Analysis 1.

Im Folgenden sei (X, 2, 1) ein Mafiraum.

Definition 1.19 (Lebesgue-Integral): (1) Sei s : X — [0,00) eine einfache Funk-
tion, d.h. s = 3" | a;la, fir 4; € A,0 < a; < 0o Vi und E € 2, dann
definieren wir

/ sdp = Zai/ 14, dp = Z%‘M(Ai NE) € [0,],
B =1 JE i=1

wobei wir die Konvention 0 - oo = 0 verwenden.

(2) Fiir eine messbare Funktion f : X — [0,00] und E € 2 definieren wir das
Lebesgue-Integral von f iiber E durch

/f ) dp(x /fdu sup /sdue[O,oo].
selnfacfh E

Bemerkung 1.20: (1) Fiir einfache s : X — [0, 00) stimmen

und iiberein. Falls s namlich einfach ist, ist
/ sdp = sup / Sdu.
E 5 einfach J E
0<35<s
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Dies sieht man folgendermafien: Da s als § gewahlt werden kann, gilt
/ sdyp < sup / Sdu.
E § einfach J E
0<5<s

Fiir 5§ < sist [, 5dp < [, sdp: da 3, s einfach sind und § < s kénnen wir

schreiben
n n
5= E a;la, ; s = E Bila,
i—1 i=1

fiir A 5 A; paarweise disjunkt und 0 < a; < 3; < 0o Vi; damit gilt

/ §d,u: ZO@,LL(AI‘PIE) < Zﬁlu(AlﬁE) = / sdu.
E i=1 i=1 E

(2) Auch fiir s =Y | a;lga, fiir A 3 A; paarweise disjunkt, 0 < a; < oo gilt

/ sdp = Zai,u(Ai NE)
E

i=1
mit 0-oco = 0.
Satz 1.21: Seien f,g: X — [0, 00] messbar und A, B, E € 2. Dann gilt:
(1) f<g= [, fdu< [pgdu,
(2) ACB = [, [du< [, fdn.
(8) Fiir alle Konstanten 0 < ¢ < oo gilt [ c- fdu=c [, fdpu,
(4) f(x)=0Vze E= [, fdu=0 (auch falls n(E) = o),
(5) W(E) =0= [ fdu=0 (auch falls f(z) =00 Vz € E),
(6) [ofd = [y 15 du.

Beweis: Alle Aussagen sind direkte Folgerungen aus der Definition. Exemplarisch wollen
wir einige Aussagen zeigen, die restlichen seien zur Ubung {iberlassen.

(1) Jedes einfache s mit 0 < s < f erfiillt auch 0 < s < g.
(2) Zunéchst sei f = s einfach, also s = " | a;la,. Fiir das Integral von s gilt

sdu = a;u(ANA;) < a;u(BNA; :/sd,u
/ MLVICLERED DEVCLERES A

wegen ANA; C BNA; und der Monotonieeigenschaft des Mafles. Sei f nun messbar.
Fiir das Integral gilt dann

/fdu= sup /sdué sup /sdu=/fdu,
A s einfach J A s einfach J B B
0<s<f 0<s< f

wegen der Abschétzung fA sdp < fB sdyp fir alle einfachen s.

10



1. Abstrakte Integration aus gegebenem Maf

(4) Sei f =0 auf E. Dann erfiillt jedes einfache s mit 0 < s < f schon s = 0 auf E,
d.h. fiir solches s gilt [, sdu ="  aiu(A; N E) =0, da entweder A; N E = @,
oder A; N E # @, aber deshalb schon a; = 0 da s(z) = 0Vx € E. Dann ist auch
S5 fdp=sup0=0. [ ]

Bemerkung 1.22: Die Linearitéit des Integrals, also

/E(f+g)du=/Efdu+/Egdu

ist nach Definition zwar klar fur einfache f,g : X — [0,00), allerdings nicht fiir
beliebige messbare Funktionen f,g : X — [0,00]. Dies werden wir erst spéter
zeigen konnen.

Proposition 1.23: Sei s : X — [0,00) eine einfache Funktion. Setze fir E € A:
p(F) = fE sdu . Dann ist ¢ ein Maf$ auf 2. Insbesondere gilt fiir Mengen E,, € A
fiirn € IN:

En/‘E:/ sdu—)/sdu.
By E

Beweis: (1) ¢ : 2 — [0,00] ist erfiillt, da wir eine positive einfache Funktion s inte-
grieren.

(2) (@) =0 wegen
(3) Fir die o-Additivitat seien F; € 2 paarweise disjunkt. Setze E := U , B und
sei s = Z:l: aila,. Dann gilt

o]

(B) = /I;SdlL = ZO@M(/M NE) Zazu U (A; ﬁEj))

i=1 =1

= Zai ZM(Ai NE;)
= Z Zai,u(Ai n Ej)

j=1 i=1
=3[ sdn=3 "0
j=1"Fi j=1

also ist ¢ ein Maf}. Damit ist der zweite Teil der Proposition klar aus der Stetigkeit
des Mafles in . [ ]

Satz 1.24 (von der monotonen Konvergenz): Sei (f,,)nen €ine monoton wachsen-
de Folge von messbaren Funktionen auf X mit

(1) 0 < fi(z) < fo(w) << oo Ve X,

11
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(2) lim, 00 fr(z) = f(z) V2 € X.

Dann ist f messbar und es gilt

lim fnd,u:/fdu.

Beweis: Die Grenzfunktion f ist messbar nach , nach wissen wir

fngfn+1:>/ fndlig/ fn+1dy,7
X X

also ist ([ fn di)nen eine wachsende Folge in [0, oo, und somit existiert also o € [0, oc],
so dass fx fndp — a. Wir erhalten also

fnan+1:>/andu§/deu vn

iozg/fdu7
X

somit gilt limy,— o0 fX fndu < fX fdu. Es bleibt zu zeigen, dass auch die Ungleichung
limp oo [y fndp > [y fdp gilt. Betrachte dazu ein einfaches s mit 0 < s < f; fixiere
nun C € (0,1) und setze E, := {z € X | fu(z) > Cs(x)} fir n € IN. Dann gelten:
(1) En e Vn,
(2) EiCEyC... (da f1 < fa §)7
(3) En / X. Dies sieht man folgendermafen:
Falls f(z) = 0, dann ist auch s(z) =0 und z € E, Vn.
Ist f(x) > 0, dann ist C's(z) < f(z). Es gibt nun ein n € IN, so dass Cs(z) <
fn(x), da fr, — f; es gibt also ein n € IN, so dass z € E,,.

Also:
/fnduz fndp > Csduy=C sdu .
X En

En En
Fiir den Grenzwert n — oo erhalten wir

lim frndpy —a ,  lim C/ sdu:C/ sdu .
n—oo [ x n—00 X

n

Insgesamt gilt also a > C fX sdy fur alle C' < 1, also ist a > fX sdu fir alle einfachen s
mit 0 < s < f. Aber dann gilt

«a > sup /sdu:/ fdu,
s einfach J X X
0<s<f

also insgesamt limy, o0 [ frndp = a = [ fdp. [ |

Korollar 1.25: (1) Seien f,g: X — [0, 00] messbar. Dann gilt
/(f+9)du=/ fdu+/ gdu.
b's X X

12
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(2) Seien f, : X — [0,00] messbar fir alle n € N. Dann gilt

/ngndu=§/xfndu~

(3) Sei f: X — [0,00] messbar, dann ist

E%/Efdu

ein Maf auf .

Beweis: (1) Seien f,g > 0 messbar. In haben wir gesehen, dass es einfache
Funktionen sy,t, gibt, mit s,  f, tn ' g. $n + tn ist wieder eine einfache
Funktion und es gilt s, +t, * f 4+ g. Dann gilt

/(f+g)du= lim /(sn+tn)du
X n—oo Jx

= lim [ spdp+ lim tndu:/ fdu+/ gdp.
X X X

n—oo X n— o0

(2) Ahnlich, deshalb als Ubung.
(3) Folgerung aus . [ ]

Lemma 1.26 (von Fatou): Seien f, : X — [0,00] fiir n € IN messbar. Dann gilt

/ (hmlnffn du <hm1nf/ fndu.
X

n—soo
Beweis: Ubungsaufgabe. n
Notation 1.27: Betrachte nun f: X — C. Wir zerlegen die Funktion gemé&f
f=htofa= (=) +udfS = f2)
wobei f1 :=Re(f), f2 := Im(f) und fiir g : X — R definieren wir
g" == max(g,0) > 0
g~ = —min(g,0) >0,

also g = gt — ¢g~—. Die Funktion f : X — C ist genau dann messbar, wenn alle
Funktionen f;7, fi', f5, fo : X — [0,00) messbar sind.

Definition 1.28: (1) Eine messbare Funktion f : X — C heifit Lebesgue-inte-

grierbar, falls
[ 1f1dn <
X

Wir definieren dann das Integral als
/fdu: (/ffdu—/fldu> +l</f2+du—f2du> ecC

13



I. Integrationstheorie

(2) Wir setzen
L'(u) :={f : X — C| f ist integrierbar}.

Bemerkung 1.29: (1) Wenn f messbar ist, dann ist auch |f| messbar.

(2) Esgilt 0 < fi7 < |fl, dh. 0 < [fiFdu < [|fldp < oo, falls f € L'(u).
Analog natiirlich fiir die anderen Integrale. Damit ist [ fdu € C fir f €
L (p).

Proposition 1.30: L' () ist ein komplezer Vektorraum, d. h. fir f,g € L'(u) und
a,B € C gilt auch af + Bg € L' (u). Aupferdem ist die Integration eine lineare
Abbildung:

s+ spdu=a [ ran+s [gan.

Beweis: Die Funktion a.f + B¢ ist messbar nach , wenn f und g messbar sind.
Wir erhalten die Ungleichung,

J1as + 8gldn < [(all s+ 18l di= ol [1fldu+18] [ lgldn < oo
also die Integrierbarkeit von af 4+ Bg. Die Linearitat ist klar. ]

Satz 1.31: Fiir f € L'(u) gilt

’/deu‘é/xlfldw

Beweis: Sei o € C mit || = 1, so dass

a/fduzlffdu\-

Wegen | [ fdp| € R erhalten wir dann

o[ fan= [agdu=re( [afan) = [Retar)dn< [if]dn. m

Satz 1.32 (von der majorisierten Konvergenz): Seien (fy,)nenw messbare Funktio-
nen, fn :+ X — C, so dass der punktweise Limes f(x) = lim, o fn(x) fir
alle * € X emistiert. Falls es eine nicht-negative Funktion g € L'(p) gibt mit
|fn(z)] < g(x) YVn e N,z € X, dann sind f,, f € L'(u) und es gelten

lim /|fn—f|d,u:0 : hm/fndu:/fdu-
n—00 n—oo [y X

14



1. Abstrakte Integration aus gegebenem Maf

Beweis: Die Funktion f ist messbar nach . Es gilt |fn(z)] < g(x) Vn, also

Jin@lan< [ g <.

da g € L'(n); damit sind die f, € L'(u). Insbesondere gilt auch |f(x)| < g(z), also
f €L (). Es gilt
[fn = I < Sl + 1£] < 29,

also 2¢g — | fn — f| > 0. Mit dem erhalten wir die Abschéitzung

[ timint(2g 17, — f1)duo < timmint [ (29~ 15, f1)d
X n—oo n— oo X

also

/ng/,LS/ ZQd,u—hmsup/|fn—f|d,u
b's

n—r00

Da fx gdp < oo erhalten wir daraus

0 < lim inf |fn f|duglimsup/|fn—f\du§0,
X

n—o0 n— oo
also

lim sup/ o — fldp = hminf/ o — fldp =0,

n—oo

d. h. insbesondere existiert der Grenzwert und es gilt lim;,,— o f X| fn — fldu = 0. Somit

i1

also limnﬁocux frdp— fX fdul =0, also lim,— o fX fndu = fX fdpu. [ ]

‘/ fod— fdu

/Ifn fld 0,

Bemerkung 1.33: (1) Die Konvergenz limy, o [y|fn — f|du = 0 ist die ange-
messene in L!(u). Die Definition

1 = /X Fldy

liefert fast eine Norm auf L' (1), welche diesen zu einem Banachraum macht.
Mehr dazu spéter.

(2) Damit || f||; eine Norm auf L' (y) liefert brauchen wir, dass ||f|; = 0= f =0
gilt, aber charakteristische Funktionen f = 14 fiir A € 2 mit p(A) = 0 ver-
letzen diese Bedingung. Daher werden wir in L! (1) Funktionen identifizieren,
falls sie sich nur auf Mengen A mit ;(A) = 0 unterscheiden:

fr~gepz] fz) # g(x)}) = 0.

Der Raum L!(p) ist dann die Menge der Aquivalenzklassen von Funktionen
beziiglich ~.
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I. Integrationstheorie

Definition 1.34: Eine Eigenschaft E gilt fast iberall (abgekiirzt f.1.), falls fiir die
Menge M := {z | =E(x)} gilt u(M) = 0.

Insbesondere gilt

o f =g fast Uberall, falls u({z | f(z) # g(x)}) =0,
o f, — f fast iberall, falls u({z | fn(x) % f(z)}) =0.

Bemerkung 1.35: (1) Im Englischen sagt man ,almost everywhere* fiir ,fast
iiberall“, dementsprechend ist die Abkiirzung a.e. statt f. .

(2) f = g fast tberall impliziert, dass [, fdu = [, gduVE € 2, denn nach
Voraussetzung hat N := {z | f(z) # g(z)} das Ma$ 0, d. h.

/fdu:/ fdu+/ fdu:/ gdwr/ gdu:/gdu,
E E\N ENN E\N ENN E

/ fdu:():/ gdu.
ENN ENN

da

16



2. Konstruktion von Maflen

2. Konstruktion von Maf3en
Definition 2.1: (1) Eine Algebra von Mengen (oder auch Mengenalgebra) auf ei-
ner Menge X ist eine nicht-leere Familie 20 C (X)), so dass gelten:
(i) A, Be2A=AUBeX,
(ii) Ae A= A e
(2) Ein Primajf§ auf einer Algebra 2 ist eine Funktion p : 20 — [0, 00|, so dass
gilt:

(i) u@) =0,
(ii) Fir Ay, Ay, ... paarweise disjunkt, A, € 2 Vn und (J, o An € 2A gilt

oo

,LL( U An) = ZN(AW)

i=1

Bemerkung 2.2: (1) Ist 2 eine Algebra, so 3 A € 2, da A nicht-leer ist, also gilt
A5 X = AU A€, ebenso @ € 2.

(2) Algebren und Préamafe sind (im Gegensatz zu o-Algebren und Maflen) recht
einfach und explizit zu konstruieren.

Beispiel 2.3: Sei X = R, dann ist
2A:={AC R | A ist Vereinigung von endlich vielen Intervallen}

eine Algebra auf X und

p:A—[0,00 , | Ik:AHu(A):ZLénge(Ik)
k=1 k=1

ist ein PramaB auf 2. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe auf dem vierten Ubungs-
blatt.

Definition 2.4: Sei p ein Pramafl auf einer Algebra 21 C PB(X). Wir definieren
dann fir alle £ C X
oo oo
w(E) = inf{ZIu(An) A, eA Vn,EC U An}.
n=1 n=1
w* heilt das von p induzierte dufere Mays.
Proposition 2.5: p* hat die folgenden Eigenschaften:

(1) w*(@) =0,
(2) AC B = u(A) < u*(B),

17



I. Integrationstheorie

(3) w (UZO=1 E,) < Zf:l 1w (En),
(4) w(A) =p(A) vAe
Wir nennen die Eigenschaft aus Subadditivitdt.

Beweis: Die Aussagen (1), sind klar.

Fir sei E =J.7, En. Falls p*(E,) = oo fiir irgendein n gilt, dann ist die Behaup-
tung klar, wir kénnen also annehmen, dass p*(En) < oo Vn. Sei e > 0, fur alle n gibt
es dann A, AV € A mit B, C(U):o:1 A und p*(E,) > Yoy (A — 5. Wir

(oo} n
erhalten £ = J7_ | E, C UHE]N U, 4", also

p(E) <)Y A
<Y W(Ba) +e,

mit ¢ — 0 erhalten wir p*(E) < > p*(En).
ist Ubungsaufgabe. [ ]

Definition 2.6: Eine Menge F C X heifit messbar beziiglich p*, falls VA C X gilt:
1 (A) = p*(ANE) + (AN EF).
Satz 2.7: Sei
M, = {E C X | E ist messbar beztglich j*} und = g |om,, -
Dann gelten:

(1) M, ist eine o-Algebra,
(2) T ist ein Maf auf M,
(3) A CM,.
Beweis: (1) 91, ist eine o-Algebra:
(i) @ € M, ist klar, da
p(A)=p (AN@)+p" (ANX) =0+ p"(A).
(i) E €M, = E° € M, ist klar.

(iii) Wir betrachten zunéchst endliche Vereinigungen: seien E1, E2 € M, zu zei-
gen ist dann, dass E1 U Ep € 9. Es gilt

(AN (ELUE2)) + p" (AN (BL U E2)Y)

=u" (ANE)U(ANELNE3) 4+ u (AN (B NE3))
<P (ANE)+p (ANELNES)+u" (AN ETNE3)
= " (AN Es) + ' (AN E5)
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2. Konstruktion von Maflen

= p"(A).
Die Ungleichung in die andere Richtung gilt wegen der Subadditivitdt von
©*, damit also die Gleichheit und E1 U E2 € 01,.

Seien nun Fi, Fy,... € M, zu zeigen ist, dass E = |J, . Fn € My,
Definiere Ey := Fi, fur ¢ > 1 setze E; :== F; \ E;_1 = F; N F;_;. Die so
konstruierten E1, Es, ... sind disjunkt und es gilt £ = Une]N E,. Setze Gy, 1=
U?:l E;. Dann gilt fir A C X, da E,, € M,

P (ANGn) =p (ANG) N En) + 1 (AN Gr) N Ey)
=p (AN En) +p" (AN Gnoa),
also erhalten wir gemé$ Induktion, dass p*(ANG,) = Y7 p* (AN Ey).
Dann ist aber (da Gy € 9, und E° C Gy,)
K (A) = p (ANGn) + " (ANGYL)
> p (ANGh) + " (AN E")

n

> W(ANE) +pt (AN EY),
i=1
Fir n — oo gilt dann

p(A) 2 W(ANE) + @ (AN E) > p" (AN E) + i (AN EY);

i=1
letztere Ungleichung folgt wegen der Subadditivitat, da
AnE=|JAnE).
ieN
Somit gilt also
1(A) 2 pt (AN E) + (AN EF).

Die andere Richtung der Ungleichung gilt wieder wegen der Subadditivitét,
damit gilt also die Gleichheit, damit ist E € 9,,.

(2) p* ist ein MaB auf 9M,,:
(i) p*(@) =0 ist klar.
(ii) Zuné&chst zeigen wir die endliche Additivitat. Seien Ei, Ex € 9, mit E1 N
F> = @. Dann gilt
p(ErU E) = p* ((Er U E2) N Ez) + p™((E1 U E2) N E3)
= p'(B2) + p" (Ev).
Betrachte fiir die o-Additivitat nun F = Uf;l Ey mit E; € M, Vi. Es gilt

wegen der Monotonie des dufleren Mafles und der schon bewiesenen endlichen
Additivitat
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Fir n — oo gilt also
p(B) > (B
i=1

Die andere Richtung gilt wegen der Subadditivitét, also ist

und p* ist ein Maf auf 9.
(3) Es gilt A C My,: Sei £ € A und A C X. Zu zeigen ist, dass
p'(A)=p (ANE) +p (AN E)

gilt. Wegen der Subadditivitat ist klar, dass p*(A4) < p* (AN E) + p* (AN E°), es
bleibt also zu zeigen, dass p*(A) > pu*(ANE)+p* (AN E®). Wir kénnen annehmen,
dass u*(A) < oo, andernfalls gilt die Ungleichung namlich trivialerweise. Sei e > 0.
Es gibt A1, Ag,... € Amit A CJ 7, An und p*(A) > > u(A,) —e. Da p auf
2 additiv ist und wegen A,, F € 2 haben wir

1(A) = p(An N E) + p(An N EF).

Insgesamt erhalten wir also

p(A) +e> > w(AnNE) + Y p(An N ES)
i=1 n=1

> u*< U AnmE) +u*( U AnﬂEc)
n=1 n=1
>p" (ANE)+ p (AN E")
Dieses Argument gilt fiir jedes € > 0, also haben wir
w(A) > (ANE) + " (AN ES).
Somit gilt auch die Gleichheit und damit ist £ € M,V E € 2, also A C M,,. ]
Somit haben wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.8 (von Caratheodory): Sei u ein Pramafl auf einer Algebra 2 und p* das
zugehorige dufere Maf, und sei M, := {E C X | E ist messbar beziglich p*}.
Dann ist die Einschrinkung [i = p*|o, eine Ausdehnung von p auf eine o-
Algebra, welche 2 enthdlt.

Bemerkung 2.9: Im Allgemeinen gilt o(A) C M, aber M, ist nur ein wenig groBer
in ,guten” Féllen — dann ist 90, die Vervollstindigung von o (2) beziiglich 7], a).-
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2. Konstruktion von Maflen

Satz 2.10: Sei (X, 0, u) ein MafSraum. Setze
M:={EcX|IABeM:ACEC B mit u(B\ A) =0}

und G(E) := p(A) in diesem Fall. Dann ist M eine o-Algebra und fi ein Maf3 auf
dieser o-Algebra.

Beweis: Nachrechnen. [ |

Definition 2.11: Der Mafiraum (X, o, i) heiit die Vervollstindigung des Maf-
raums (X, 9, p).

Definition 2.12: Ein Maf auf (X, ) ist

(1) ein Wahrscheinlichkeitsmaf, falls p(X) = 1.
(2) endlich, falls pu(X) < co.
(3) o-endlich, falls X = J;~_, X,,, so dass X,, € A und pu(X,) < coVn € .

Bemerkung 2.13: (1) c-endliche Mafe sind die ,,guten, nicht o-endliche Mafle
haben einige pathologische Eigenschaften.

(2) Es gilt: Falls p1 ein o-endliches Pramafl auf einer Algebra 2 ist, dann ist 9,
die Vervollsténdigung von o(2l) beziiglich f.

Definition 2.14: (1) Die Anwendung des Ausdehnungssatzes auf das
ergibt das Lebesgue-Mafl A auf R. Das Lebesgue-Maf} ist de-
finiert entweder auf den Borelmengen B := o(7), oder auf der Vervoll-

standigung 9%\ der Borel-o-Algebra, man nennt 9ty fiir gewohnlich die
Lebesgue-messbaren Mengen. Das Lebesgue-Maf3 A ist charakterisiert durch
A([a,b]) = b— a (diese eindeutige Charakterisierung werden wir im néchsten
Kapitel sehen).

(2) Das Lebesgue-MaB auf RF ergibt sich analog durch die Ausdehnung des

Pramafles
A ﬁ[ai, bl) = ﬁ(bi —a) = Vol(ﬁ[ai, ).

=1 1= 1=1
Bemerkung 2.15: (1) Das Lebesgue-Maf \ ist o-endlich auf R, da wir schreiben
kénnen R = J,,c[—7, ] und A([-n,n]) = 2n < oo.
(2) Man bendtigt das Auswahlaxiom um zu zeigen,

e dass es nicht-messbare Mengen gibt, also E C R mit £ ¢ Iy
o dass B #£ M.
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3. Der Satz iiber monotone Klassen und die
Eindeutigkeit der Ausdehnung von Pramafien

Definition 3.1: Eine Klasse M von Teilmengen von X heifit monoton, falls gilt

(1) Fir Ay, Ag,--- € M mit A, /N Agilt Ae M,
(2) Fir Aj, Ay, --- € M mit A, \ A gilt A e M.

Notation 3.2: Sei F eine Familie von Teilmengen von X. Dann bezeichnen wir mit

M(F) = N M
M monotone Klasse

die von F erzeugte monotone Klasse.

Bemerkung 3.3: (1) Die Potenzmenge B (X) ist eine monotone Klasse, der Schnitt
ist also nichtleer. Man iiberzeugt sich leicht, dass der Durchschnitt iiber mo-
notone Klassen wieder eine monotone Klasse ist. Somit ist M(F) die kleinste
monotone Klasse, welche F enthélt.

(2) Eine o-Algebra ist immer auch eine monotone Klasse, d. h. M(F) C o(F).

(3) Eine Algebra &, die gleichzeitig auch eine monotone Klasse ist, ist schon
eine o-Algebra. Sei ndmlich A, As,--- € &. Damit & eine o-Algebra ist,
muss |Jo~; A; € & gelten. Betrachte z.B. B; := J; _, A,,, dann gelten die
Eigenschaften B :=J.~, B, =U,~, A, und B,, /' B, also B € &.

Satz 3.4 (iiber monotone Klassen): Sei®l eine Algebra und M eine monotone Klas-
se. Es gelten dann:

(1) o(A) = M(2)
(2) Falls A C M, dann gilt o(A) C M.

Beweis: Gilt die erste Behauptung, so gilt die Implikation
ACM=o(A) = M) C M.

Setze zum Beweis des ersten Teils & := M (2(). Wir zeigen nun, dass & eine o-Algebra
ist, dann gilt ndmlich o(2) C &, die andere Inklusion gilt nach , was
dann o(A) = M(Q) zeigt. Nach geniigt nun zu zeigen, dass & eine
Algebra ist, weil & bereits eine monotone Klasse ist.

Wir miissen also zeigen, dass G unter Vereinigung und Komplementbildung abgeschlos-
sen ist. Betrachte zunéchst die Vereinigung. In & fixiere zunéchst ein A € 2 und setze

C(A):={Be&|AUBE &}

Zunichst stellen wir wegen A C & fest, dass 2 C C(A). Seien nun By, Ba,... € C(A)
mit B, UZOZI B, € &. Wir haben aber nun, dass AUB; € &, AU B; € &, und
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3. Der Satz iiber monotone Klassen

so weiter. Insgesamt erhalten wir AUB, /AU (U,_, Bn) € &, da & monoton ist.
Das heiBt AU (|J.~, Bn) € 6, also gilt | J7~, Bn € C(A). Das ganze funktioniert analog
fiir B, \, also ist C( ) eine monotone Klasse und 20 C C(A), damit gilt C(A) D S, die
andere Inklusion ist klar nach der Definition, d.h. C(4) = & V A € 2. Somit haben wir
gezeigt: fir Ae A, Be G gilt AUB € 6.

Fixiere nun B € &, setze

C(B):={A€6|AUB¢cG}.

Mit den selben Argumenten wie im ersten Teil gilt 2 C C(B) und C(B) = &, also gilt:
fir A,Be S gilt AUB € 6.

Analog zeigen wir die Abgeschlossenheit bzgl. dem Komplement, also ist & eine Alge-
bra, somit (da auch eine monotone Klasse) eine o-Algebra und die Behauptung folgt. B

Satz 3.5 (iiber die Eindeutigkeit der Ausdehnung von Maflen): Seien 2 eine Al-
gebra und w1, pg 2wei o-endliche Mafle auf o(A). Dann gilt: falls p1|o = pel|a gilt,
dann gilt schon py = pa auf o(2A).

Beweis: Betrachte zunéchst endliche Mafle p1, p2. Setze

M:={Aca@) | p(A) = p2(A)}.

Geméf Voraussetzung gilt nun A C M. Wenn wir nun zeigen kdnnen, dass M eine mono-
tone Klasse ist, dann gilt o(2) C M, und somit unsere Behauptung. Um die Monotonie
von M zu sehen, seien A1, Aa,... € M mit A, * UZO:1 A,. Es gilt nun

“2<UA):n1L“§o“2(A ) = lim ju1(A m(UAz),

i=1

also gilt UOO A, € M. Analog fir A, \, — an dieser Stelle geht die Voraussetzung der
Endlichkeit der Mafle ein, vergleiche dazu

Den o-endlichen Fall fithrt man auf den endhchen Fall zuriick durch Einschriankung
von p1, 2 auf X,, wobei X = Un:1 . [ ]

Bemerkung 3.6: (1) Die Eindeutigkeit der Ausdehnung geht verloren, wenn das
MafR nicht o-endlich ist.

(2) und sagen, dass das Lebesgue-Mafl sowohl auf
Borel-Mengen als auch auf den Lebesgue-messbaren Mengen eindeutig durch
seine Werte auf Intervallen bestimmt ist.

(3) Der Satz iiber monotone Klassen ist ein wichtiges Werkzeug, um Aussa-
gen von ,einfachen® auf ,komplizierte® Mengen fortzusetzen. Oft werden
stattdessen auch Dynkin-Systeme und 7-A-Systeme benutzt, um dquivalente
Aussagen zu etablieren.
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4. Die Vektorrdume %.(X), %)(X) und der Riesz’sche
Darstellungssatz

Definition 4.1: Sei X ein topologischer Raum.
(1) K C X heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.
(2) Eine Umgebung von x € X ist eine Menge N, so dass es ein U € 7 gibt, so
dass x € U C N.
(3) X heiBt lokalkompakt, falls jedes z € X eine kompakte Umgebung besitzt.

(4) X heiit Hausdorff sch, falls gilt: fiir z,y € X mit x # y, gibt es Umgebungen
N, von x, Ny von y, so dass N, N N, = &.

Beispiel 4.2: (1) X = R ist lokalkompakt, aber nicht kompakt; [0,1] C R ist
kompakt.
(2) Alle metrischen Rédume und insbesondere alle normierten Vektorrdume sind
Hausdorft’sch.

(3) Sei X ein Banachraum. X ist genau dann lokalkompakt, wenn X endlichdi-
mensional ist.

Notation 4.3: Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum. Wir definieren dann die
Unterrdume 6.(X), 60(X) C €(X) als

(1) 6.(X):={f: X — C| f stetig und supp(f) kompakt},
(2) 6o(X) :={f: X — C| f stetig und fiir alle € > 0 gibt es kompaktes K C X :
|f(z)| <e V& ¢ K}.

wobei supp(f) := {x | f(z) # 0}. Wir nennen 6.(X) die stetigen Funktionen mit
kompaktem Trager und %o(X) die stetigen Funktionen, welche im Unendlichen

verschwinden.
Ist X kompakt, dann gilt €.(X) = %(X) = €(X).

Bemerkung 4.4: (1) %.(X) und %,(X) sind Vektorrdume iiber C; falls X un-
endliche Menge ist, so sind die Vektorrdume unendlichdimensional.
(2) | flloo := supgex|f(z)| definiert eine Norm auf 6. (X), 6o (X).

(3) %o(X) ist vollstédndig bzgl. ||-||oc, ist also ein Banachraum; %.(X) ist im
Allgemeinen (falls X nicht kompakt ist) nicht vollstandig. Beziiglich ||-||oo
ist der topologische Abschluss €.(X) von %.(X) der Raum %p(X).

(4) Die beiden Réume %p(X), €.(X) sind Teilrdume von

6(X) :={f: X — C| f stetig und beschrankt},

dem Raum der stetigen beschrinkten Abbildungen von X nach C.
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Bemerkung 4.5: Sei p ein Borelmafl auf X (d. h. p ist ein Maf auf der Borel’schen-
o-Algebra), so dass pu(K) < oo fiir alle K C X kompakt. Dann ist f integrierbar
fir alle f € 6.(X), denn es gilt

/mw:/ mws/ 1 lloe it = (supp(£)) - | flloe < o0
X supp(f) supp(f)
Weiter ist
/ 1 6.(X) — C
X
d
o /X f dp

ein lineares Funktional. [, ist auBerdem positiv, es gilt also f > 0= [ fdu > 0.

Satz 4.6 (Riesz’scher Darstellungssatz): Sei X ein lokalkompakter Hausdor{fraum

und
A:C.(X)—C

ein positives lineares Funktional auf €.(X). Dann gibt es ein Borel-Maf$ u auf X,
so dass

A = [ s (12)
X
fiir alle f € €.(X). Das Mafl i hat die folgenden Regularititseigenschaften:

(1) p(K) < oo fir alle K C X kompakt,
(2) p(E) =inf{p(V) | E CV,V offen} fir alle E € B.
(8) w(E) =sup{u(K) | K C E,K kompakt} fir alle E € B mit u(F) < oo.

Zusammen mit bestimmen diese Regularitatseigenschaften das Mafl
eindeutig.

Bemerkung 4.7: In vielen Siutationen (wie zum Beispiel wenn X kompakt, oder
wenn X = R ist) gilt: ein Borel-Ma$, das aus erfillt, erfillt dann
schon und (3).

Beweis: Wir wollen nur eine sehr grobe Beweisskizze geben. Zuerst stellen wir fest: p(E)
entspricht A(1g), wir approximieren 1g durch stetige Funktionen. Die Positivitiat von A
entspricht einer Stetigkeitseigenschaft. Es reicht p(V') fir V offen zu kennen, dafiir setzen
wir

u(V) i=sup{A(f) | f € 6(X),0 < f < 1v},

Es bleiben dann sehr viele Einzelheiten nachzupriifen. |
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Bemerkung 4.8: Die Funktion A aus dehnt im Allgmeinen nicht auf 6, (X)
aus. Ein Beispiel dafiir ist das Lebesgue-Maf} auf R, in diesem Fall

M) = [ f@)ax).
Allerdings ist zum Beispiel die Funktion
f: X —R

@ lzl>1
e d
1 |z <1

nicht integrierbar, f ist jedoch in %o (X).
Allgemein gilt: Sei A : 3(X) — C ein positives lineares Funktional. Dann ist

A
A= sup AL A < oo,
resox) NIl resoix)
f#0 IfllI=1

A ist somit beschriankt, also stetig: Sei ndmlich (f,)nen eine konvergente Folge
mit f,, — f. Damit A stetig ist, muss A(f,) — A(f) gelten und dies gilt dann
auch:

[A(fn) = A = [A(fn = f)]
< [IAllfn = £l = 0.

Somit gilt dann aber
n(X) =sup{A(f) | f € €(X),0 < f <1} < JA] < o0,

d.h. das MaB, das der Riesz’schen Darstellungssatz liefert, muss also endlich sein.
Somit sind die positiven linearen Funktionale auf %(X) nicht durch beliebige
Borel-Mafle gegeben, sondern durch die endlichen.

Wir wollen nun noch sehen, dass die Positivitdt des Funktionales auf dem voll-
standigen Raum %o (X) die Stetigkeit impliziert.

Satz 4.9: Sei A : 6y(X) — C ein positives lineares Funktional. Dann ist A be-
schrankt, d. h. |A]] < oo (und damit insbesondere stetig).

Beweis: Wir nehmen an, A sei unbeschrinkt, es gebe also (fn)nen € €o(X) mit || fn| <1
fiir alle n und |A(fn)| — oo fiir n — co. Wegen der Zerlegung

f=®Re(f))" = Re(f))” +[(Im(f))" — (Im(f))"]

finden wir dann auch solche Folgen, dass f, > 0 fiir alle n. Durch Ubergang zu einer
Teilfolge konnen wir annehmen A(f,) > 2". Setze dann

f:—Zjlgz
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4. Die Vektorrdume €.(X), o (X)

Es ist f € %0(X), da f durch eine Cauchyfolge gegeben ist und %, (X) vollstandig ist.
Dann gilt aber

N N
ReA(f)zA<Z§:):ZA(2{i") >N VN €N,

n=1 n=1

was im Widerspruch zu A(f) € R steht. Damit muss A beschréankt sein. ]
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5. Produktmafle und der Satz von Fubini

Definition 5.1: Seien X,Y zwei Mengen.

(1) Das kartesische Produkt X x Y ist die Menge
X xY ={(z,y)|re X,y Y}
Eine Menge der Form A x B C X x Y fir A C X, B C Y heifit Rechteck in

X xY.

(2) Sei X eine o-Algebra auf X, Q) eine o-Algebra auf Y. Ein messbares Rechteck
ist dann eine Menge der Form A x B mit A € X, B € 2). Die zugehorige
Produkt-o-Algebra ist definiert als

XxYi=c({AxB|AcX BeD).

(3) Firein F€ X xY,z € X,y €Y setzen wir
(i) B, ={yeY|(zx,y) e E}CY,
(ii) BY :={z € X | (z,y) € E} C X.

Im Folgenden sind (X, X), (Y,9) fixiert.

Satz 5.2: Setze
2:={Q =U;_, Ri | n € N, R; messbare Rechtecke, R; N R; = & fiir i # j}.
Dann ist 2 eine Algebra und somit gilt X x ) = M(2).

Beweis: Damit 2 eine Algebra ist mussen wir nachpriifen, dass

(1) QeA=Q° e,

(2) Q1,Q2eA=>Q1UQ2 €.
Sei fiir (1) zunéchst R = A x B, dann ist R® = (A° x B) U (A x B) U (A® x B) € ; ist
R Vereinigung von mehr Rechtecken, funktioniert das ganze analog mit disjunkten Zer-
legungen. Zu zerlege ebenfalls die Vereinigung von zwei Rechtecken in eine disjunkte

Vereinigung von messbaren Rechtecken.
Somit ist 2 eine Algebra. Damit ist dann aber nach dem Satz iiber monotone Klassen

X% = o(A) = M) -

Satz 5.3: Fir ECXxQ gilt E, €Y Ve e X und EY e X VyeY.

Beweis: Setze
F={E€XxYP|E, €Y Vze X}

Zu zeigen sind, dass die messbaren Rechtecke in § liegen, und dass § eine o-Algebra
ist — dann liegt die von den messbaren Rechtecken erzeugten o-Algebra in §, also gilt
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X x 9 =3§. Sei fir den ersten Teil der Behauptung £ = A x B fir A € X, B € 2). Dann

ist
B — & xEAC’
B zecA

damit ist £, € Y Vz € X, also F € §.
Dass § eine o-Algebra ist, ist klar, da (E), = (Ex) und (U, ey Bn)e = U, cn(Bn)e-
Analog fiir die Fasern EY. ]

Notation 5.4: Sei f: X x Y — C. Wir setzen
(1) fo:Y 2 Cym foly) = f(z,y),
(2) fV: X = Cox— fUz) = f(z,y).

Satz 5.5: Sei f : X x Y — C eine (X x Q)-messbare Funktion auf X x Y. Dann
ist fp fiir jedes © € X eine %)-messbare Funktion auf Y und fY fir jedes y € Y
eine X-messbare Funktion auf X.

Beweis: Es geniigt fiir den Beweis des Satzes reellwertige Funktionen zu betrachten. Sei
B C R eine Borelmenge. Zu zeigen ist, dass f; *(B) € 2) gilt. Wir haben

B ={yeY | foly) € B} ={(£,9) € X x Y | f(&,) € B}o = (/7 (B))a-

f ist messbar, also ist f~(B) € X x 2, also gilt nach Satz 5.3. (f*(B)). € 2. Wir
haben also gezeigt, dass f; '(B) €2 VB € B, also ist f, )-messbar.
Analog fiir die fY. |

Satz 5.6: Seien (X,X,pu) und (Y,9),v) Mafiréume mit o-endlichen MafSen. Fir
Q € X x 9 setzen wir

(1) o(x) ==v(Qz)Vz € X,
(2) ¥(y) = p@)Vy eY.
Dann ist ¢ : X = R X-messbar und ¢ : Y — R Y-messbar und es gilt

/Xgad,u:/ywdy.

Beweis: Wir betrachten nur endliche Mafle u, v. Setze
F:={Q € X xQ | Q erfiillt die Behauptung des Satzes}.

Zu zeigen ist, dass 2l € § gilt, und dass § eine monotone Klasse ist — dann wéren
ExYP=M®) =3.
(1) Betrachte zunichst @ = R = A x B fir A € X, B € 2). Dann gelten

B z€A, A € B,
Q. = N
o x¢ A o y¢B.
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(2)

Dann ist ¢(z) = v(Qz) = v(B) - 1a(z) und ¥(y) = p(Q?) = n(A) - 1g(z). Damit
sind ¢, ¥ messbar und es gilt

[ edu=v(B) [ 1s@ dvta) = v(Bu)

/ Yy = u(A) / 1 (y) duy) = u(A)w(B),
Y Y

also @ € §. Betrachte nun Q = R1 U - - - U R,, mit paarweise disjunkten messbaren
Rechtecken R;. Mit dhnlichen Argumenten wie fiir ein Rechteck gilt dann auch
Q € §. Beachte dabei, dass Qz = (R1)z U - U (Rn)e, also dass @, eine disjunkte
Vereinigung ist.

Betrachte Q; * Q = Uzl Q; mit Q; € § Vi, dann muss gelten, dass auch
Q € §. Seien pi(z) = v(Qiz), ¢(z) = v(Qu), Yi(y) = w(QF), Y(y) = w(@Q").
Wegen (Qi)s /' Qa gilt v(Qi,z) = v(Qz), also p;(x) — ¢(z), somit gilt ¢;(z) S
o(z) Vo € X, analog gilt ¢¥i(y) 7 ¥(y) Yy € Y. Nun ist der Satz iiber die
monotone Konvergenz anwendbar, dieser liefert

/X%dﬂé/xsodu ; /Y¢idv—>/y¢(y)dv,

Nach Voraussetzung gilt fir alle i dass @); € §, also fX pidp = fY 1; dv; somit
folgt dann [ ¢ du = [, ¥ dv, also Q € §.

Analog fiir @Q; N\ @, da die betrachteten Mafle alle endlich sind. Damit ist § eine
monotone Klasse. |

Definition 5.7: Sei @ € X x Q). Wir setzen

(3@ = [

X

V(Qa) du(z) = /Y §(QY) du(y)

und nennen g X v dann das Produktmaj$ von p und v.

Satz 5.8: Seien (X, X, u) und (Y,9),v) zwei o-endliche Maf$sraume. Dann ist auch
(1 x v) ein o-endliches Maf auf X XY und es ist eindeutig bestimmt durch seine
Werte auf den messbaren Rechtecken

(1 x V)(A x B) = p(A) - v(B)

fir alle A € X,B € 9. Sind pu und v endliche Mafle, dann ist auch pu x v ein
endliches Mafs.

Beweis: p x v ist ein Maf}: Seien ndmlich (Qn)nen paarweise disjunkt, dann ist

(uxu)(pl@n):/Xu(gczn)zdu:/xu(fj(@n)z) dy
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- Z/X (@) dp = (1 x v)(Q1).

In der vorletzten Umformung haben wir dabei den Satz von der monotonen Konvergenz
benutzt.

Weiter ist u x v o-endlich: Sind ndmlich X = Une]N Xn, Y = UnE]N Y., dann ist
XxY = UnE]N Xn XYy und (p X v)(Xn X Vi) = p(Xn)v(Yim) < co.

Sind g und v beide endlich, so ist auch g x v wieder endlich, da (u x v)(X xY) =
(X (Y).

SchlieBlich ist das Ma8 (p x v) durch (u X v)(A x B) = u(A)v(B) auf der Algebra 2
bestimmt und somit nach dem Ausdehnungssatz auf o(A) =X x Q. |

Bemerkung 5.9: Sei A" das Lebesgue-Mafl auf R™. Dieses hatten wir durch das
Volumen von n-dimensionalen Quadern auf n-dimensionalen Quadern definiert.
Nach ist AT = X x A", insbesondere A" =[]\, A.

Satz 5.10 (von Fubini): Seien (X,X,u), (Y,9),v) zwei o-endliche Mafrdume und
f eine X x YP-messbare Funktion auf X X Y.

(1) Sei 0 < f < 0. Definiere

(i) p(x):= [, fadv V2 e X,
(i) P(y) = [x fYduVy €Y.
Dann sind ¢ X-messbar, 1 )-messbar und es gilt

/x </y f@y) d”(y)) dpu(x) = /X pdu
= /X><Y Jfd(pxv)
[ a

:/y (/X f(@,y) du(w)) dv(y).  (L.3)
(2) Ist | komplexwertig und gilt

/X(/Y|f(:zr,y)du(y)> () < oo,

dann ist f € L'(u x v).

(3) Sei f € L'(u x v), dann ist f, € L*(v) fiir fast alle x € X, genauso fY €
LY(p) fiir fast alle y € Y und die Funktionen o), definiert wie in (1) fast
iberall, sind in L*(u) bzw. L*(v) und gilt.
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Beweis: (1) Nach sind f, fY messbar und ¢, 1) wohldefiniert. Betrachte zu-

32

néchst f = 1g mit @ € X x 2. Dann ist

(1% v)(Q) =/ fd(ux v),

XXY

[ v@duta) = | ( / f(w)du(y)) dpu(@),
[ w@ww - [ ( /. f(w)du(x)) av(y),

und nach and folgt die Behauptung in diesem Fall. Betrachtung von
Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen liefert die Behauptung fiir
nicht-negative einfache Funktionen wegen der Linearitdt des Integrals.

Sei nun f > 0 messbar. Gemaf gibt es einfache Funktionen s,, > 0, so
dass s, ' f punktweise, d. h. sp(z,y) & f(z,y) Vo € X,y € Y. Setze p,(z) :=
Jy (8n)z dv. Mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz gilt ¢n(z) 7 ¢(x) YV €
X. Mit dem bereits gezeigten gilt

/sondu=/ snd(p x v),
X XXY

und wegen [y ondp — [y @duund [y snd(pxv) = [y fd(pxv) folgt
dann auch [ pdu = [y, fd(uxv). Analog fiir ¢.

Wende an auf |f].

Es geniigt, fiir reellwertige Funktionen zu zeigen wegen der Zerlegung von
f in reellen und komplexen Anteil. Zerlege nun reellwertiges f in Positiv- und
Negativteil, f = f* — f~ und nenne die zu f, f*, f~ zugehérigen p-Funktionen ¢,
p1,p2. Es gilt

/XSOldN:/Xxnyrd(MXV)S/Xxy|f\d(ﬂ><’/)<007

da f € L*(u x v). Also gilt 1 € L'(u); analog fiir ¢o.
Wegen f, = (f1)s — (f )« erhalten wir

[ fedv= [ (reav= [ (£

w1 (x) p2(x)

falls o1 (z), p2(x) < 00. Da 1 € L' (1) und @2 € L' (1) gilt fast iiberall 1 () < oo,
p2(x) < 00, also ist p(z) = ¢1(x) — p2(z) < co fast iiberall, also gilt ¢ € L' ().
Mit folgt dann

/wldu=/ fTd(px v) < oo, /wzdu=/ [ d(pxv) < oo,
X X XY X XXY

also (da w1 — w2 = ¢ f.11.)

/Xsodu=/x(<m—m)du=/xw(f+—f’)d(uXV)Z/Xxyfd(uXV)-

Fiir ¢ gehen wir analog vor. ]



5. Produktmafle und der Satz von Fubini

Beispiel 5.11: Wir versuchen das Integral fooo e=®" dx zu berechnen. Betrachte da-
zu das Doppelintegral

/ / ye~(+e0)y” dydx:/ [y, ) dN*(y, x),
0 0 [0,00) X [0,00)

wobei f(y,x) = yexp[—(1 + 2%)y?] > 0 auf [0,00) x [0,00). Mit dem Satz von
Fubini erhalten wir

/ (/ ye_(1+:1:2)y2 dy) dz :/ (/ ye—(1+x2)y2 dq;) dy
0 0 0 0

Es sind (gemifl der Substitution xy — t, dz — 1/y dt)

/ / -2y’ dxye Y dy—/ / -t* dtye~ v? dy
—/ dt/ eV’ dy
0 0
oo ) 2
:(/ e ” dx) ,
0
und

[eS) ) 1 0o 1 1 o .
— 1+z _ o o
A </0 ye ( d ) de 5‘/0 m dx = 5 arctan(x)‘o = Z

Somit erhalten wir -
/ e~ dr = ﬁ
0 2
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6. Bildmafle und Transformationsformel

Motivation 6.1: Fiir die Integration in R haben wir die Substitutionsregel:

b g(b)
/mewwﬁ:/ f(x) da
a g(a)

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob es ein allgemeines
Analogon zu dieser Situation gibt. Zunéchst betrachten wir eine abstrakte Version
dazu.

Satz 6.2 (und Definition): Seien (X,2(), (Y,9M) zwei messbare Riume und T :
X — Y eine messbare Abbildung. Fir ein Maf p auf A definieren wir eine Abbil-
dung T(u) durch

T(u)(A) = p(T71(A))
fir A € M. Dann ist T(u) ein Maf auf M, das sogenannte BildmaBl von p bzgl.
T.

Beweis: Es gilt
T(u) (@) = w(T~(2)) = u(2) = 0.
Seien nun A; € 9 paarweise disjunkt, dann ist

T (Ja) =u(r (Y 4))
i€EIN ieN
- u( | Tfl(Alg) =D @A) =D T () (A,

1eN 1eN €N
also ist T'(p) tatsachlich ein Maf auf 9. [ |
Satz 6.3: Secien (X,21), (Y, M) zwei messbare Raume, T : X — Y messbar, u ein

Maf auf A und T(p) das Bildmaf$ von p bzgl. T. Sei weiter f : Y — C messbar,
dann sind dquivalent:

(1) f:Y — C ist integrierbar bzgl. T'(u),
(2) foT:X — C ist integrierbar bzgl. .

In diesem Fall gilt

[ @ arww = [ 1@ du).
Y X
Beweis: Ubungsaufgabe. |

Bemerkung 6.4: Der erlaubt es, das Integral [, f(T'(x))du(z) durch die
Substitution y = T'(x) auf ein ,einfacheres” Integral zuriickzufiihren, allerdings
bzgl. des Bildmafles T'(11). Solange wir letzteres nicht kennen, ist die Substitution
nicht besonders hilfreich. Im Fall X =Y = R” und p = A" konnen wir T'(A\") mit
Hilfe einer sogenannten Dichte wieder durch A" ausdriicken.
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Definition 6.5: Seien p,v zwei Mafle auf einer o-Algebra 2 auf X, des Weiteren
sei h: X — [0, 00] messbar. Falls

v(E) = / hdu
E
fiir alle E € 2 gilt, dann sagen wir: v hat die Dichte h bzgl. . Ubliche Bezeich-
nungen dafiir sind dv = hdy oder h = g—:.

Bemerkung 6.6: (1) Die Dichte h ist fast sicher eindeutig bestimmt: Gilt

E E

fur alle £ € 2, so ist hy = ho p-fast sicher.

(2) Die Dichte h muss selbst nicht bzgl. p integrierbar sein. Es gilt h € L'(p)
genau dann, wenn v(X) = [ hdp < oo, also wenn v ein endliches Maf ist.

(3) Wann ein Maf} v eine Dichte bzgl. eines anderen Mafles p hat, wird durch
den Satz von Radon-Nikodym beantwortet.

Satz 6.7: Sei dv = hdu. Dann gilt fiir messbares f >0

/f@:/}mm. (L4)

Weiterhin, fir allgemeines messbares f gilt die Aquivalenz
fer'v)e fhe ),

und dann gilt auch

Beweis: Die Aussage wird gezeigt mit der tblichen Vorgehensweise: fir f = 1g ist
die , der Rest folgt mit Linearkombinationen und Approximation
geméfl monotoner Konvergenz. |

Motivation 6.8: Im Folgenden wollen wir Funktionen 7' : R™ — R"™ betrachten.
Dabei wollen wir uns tiberlegen, wann das Bildmaf T'(A\") eine Dichte bzgl. A"
hat, d. h. unter welchen Voraussetzungen die Gleichheit

M@*m»:@wmm:/hwn
A
gilt. Notwendige Bedingung fiir die Gleichheit ist, dass T Mengen A mit A™(A) # 0
nicht auf Nullmengen abbildet, d.h. T sollte also invertierbar und ,hinreichend
regulir® sein. Im Folgenden werden wir 7 durch T~! ersetzen, wir betrachten
dann \"(T'(A)).

Zunéchst betrachten wir eine lineare Funktion 7' : R™ — R™ (T entspricht somit
also einer Matrix), in diesem Fall hat A™ o T' konstante Dichte.
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Satz 6.9: Sei T : R™ — R"™ eine lineare invertierbare Abbildung. Dann gilt
AN (T(A)) = [det(T)[A"(A)

fiir alle A € B(R™). Insbesondere gilt
vol(T'([0,1]™)) = |det(T)].

Mit dem BildmafS ausgedriickt gilt

ny __ 1 n
T(A)_m)\.

Beachte: da T invertierbar ist, gilt det(T) # 0.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass die beiden Mafe
ui(A) = A" (T(A4)) und w2 = |det(T)|A"(A)

auf B(R") ibereinstimmen. Mit dem Eindeutigkeitssatz geniigt es, die Behauptung auf
den entsprechenden erzeugenden Elementen zu tiberpriifen, d. h. es geniigt zu zeigen, dass
p1 = p2 auf Quadern gilt. Wegen der Stetigkeit des Mafles reicht es, die Behauptung fir
Quader mit rationalen Seitenldngen zu zeigen. Weiter gentigt es, wegen der Translations-
invarianz des Lebesguemafl und der Moéglichkeit, Quader zu ,zerschneiden“, Quader der
Form [0, ¢]™ zu betrachten. Insgesamt also geniigt es, die Gleichheit

A(T[0, ") = [det(T)|A" ([0, ¢]") = | det(T)|c"
zu zeigen. Weiterhin kénnen wir jedes T folgendermaflen diagonalisieren:
TT* =VD*V*

mit V € O(R"™), D Diagonalmatrix mit den positiven Eigenwerten von 7T auf der
Diagonalen. Damit ist 7 = VDW mit W := D~'V*T und

WW* =D 'V*TT*VD™! = E,,

d.h. auch W € O(R"). (Beachte: da T' invertierbar ist, hat 77 nur von 0 verschiedene
Eigenwerte, d. h. D™ existiert.)

Da |det(VDW)| = |det(V)]| - |[det(D)] - |det(W)| geniigt es, den Satz zu zeigen fiir
T =V € O(R") oder fir T'= D eine Diagonalmatrix.

Sei T' =V orthogonal. Dann ist zu zeigen: A™(V[0,c]™) = |det(V)] - A™([0, ¢]™). Wegen
der Invarianz des Lebesguemafies unter Drehungen gilt die Gleichheit A" (V]0,¢]™) =
A" ([0, ]™). Wegen |det(V')| = 1 fiir orthogonale Matrizen gilt der Satz also fiir orthogonale
Matrizen.

Sei nun T = diag(ds, . .., dn) Diagonalmatrix. Dann ist T'([0, ¢|") = [[|_, [0, dic] und

AUT([0,d") = [dv - da -+ dn|c™ = |det(T)[A"([0, "),

also gilt der Satz auch fiir Diagonalmatrizen T ]
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Satz 6.10 (Transformationssatz): Seien V,W C R™ offen und T : V. — W eine
bijektive stetig differenzierbare Abbildung, so dass T'(x) = DT (z) invertierbar ist
fiir alle x € V. Dann ist fir jede Borelmenge A C V auch T(A) C W eine
Borelmenge und es gilt

AT (A)) = /A Idet(T" ()] dA" (z) (L5)
Somit gilt fiir jede integrierbare Funktion f: W — C auch
[ H ) = | H) e @) @), (1.6)
d. h.

dT(\™) (2) = 1
dxr |det(T"(x))|

Beweis: Nach dem Satz iiber die lokale Umkehrfunktion ist T~ ' stetig differenzierbar
und es gilt
(T (y) = (T'(x))™",  wobeiax=T""(y),

d. h.
1

‘det(Til),(y)‘ = m7

also ist insbesondere T~! stetig. Ist A € B(R"), dann ist T(A) = (T~')"'(A) € B(R"),
da T7! stetig, also insbesondere messbar ist.

folgt aus mit angewendet auf T~ !. Es reicht, mit
,<“ zu zeigen, die Anwendung auf 7! gibt dann ,>“ Wir miissen also zeigen, dass
/ |det(T"(x))] dA™ (z)

fiir alle A € B(R") gilt — es reicht wiederum, diese Aussage fiir Quader zu zeigen, und
zwar fiir solche, fiir die A C V gilt. Sei A ein solcher Quader, zerlege A in viele kleine
Quader @Q;, und wahle in jedem einzelnen Quader @Q; einen Punkt z; und approximiere
T auf Q; durch eine affine Abbildung ¢; geméaf

¢i(2) = T(:) + T'(w:) (2 — ws).

Das Problem, das sich nun stellt, ist die globale Kontrolle der Approximation. ||T"(x)
ist stetig in z, nimmt also ihr Supremum auf der kompakten Menge A an, es gilt also
IT(z)™'|| < cVa € A. Sei nun ¢ > 0. Da T stetig differenzierbar ist, ist ||7”(x)]|
gleichmafig stetig auf der kompakten Menge A, in Abhéngigkeit des festen ¢ existiert
also § > 0, so dass

M) T (@) =T W)l < 5
(2) |det(T"(x)) — det(T"(y))| < &
fiir z,y mit ||z — y|]| < §. Zu : Da T stetig ist, ist T” stetig in jedem Matrixeintrag

und det(7") ist ein Polynom in den Matrixeintrigen. Wihle nun die Q; so klein, dass
|z —y|| <6 fir z,y € Q;. Wahle nun z € Q;, d.h. ||z — z;|| < 4. Dann gilt nach dem

Bl
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Mittelwertsatz fiir Funktionen f : R™ — R folgende Abschatzung (mit T = (T1,...,Tn)
und Ty : R™ — R)
T(z) = (T1(2), T2(2), - . -, Tu(2))
= (T + T{(&)(z = @), ..., Tol@s) + Tpl(€n)(z — 24))
wobei die &, Punkte auf der Strecke 7;z sind. Damit erhalten wir
Ti (&) — Ti ()
T(z) = T(x:) + T (i) (2 — @) + : (z — i)
Tr(6n) — Ty ()

< ¢il= +Z|Tk (&) = Th(z)ll= = ],

Da
1T% (&) — Tr(z)]| < —

cn
haben wir also insgesamt

6

IT(2) = ¢i(2)|| < ncfllz — il < =2 .

Wir missen auch T(Q;) durch ¢; kontrollieren. Es gilt fiir z € Q;
g7 ' (T(2)) — 2|l = |67 (T(2)) — &7 (¢:(2))]
< T (@) 7| 1T (2) = di(2)] < e - 6,
—_— —

<c < &9
=7

d. h.

6. '(T(2)) € QI i={y| 3w € Qi: |y — = <ed},
also T'(z) € ¢:(QF°) fiir alle z € Q;, d.h. T(Q;) C ¢:(Q;*°). Somit kénnen wir nun
abschétzen:

A'(T(Qi)) < A" (@)

= [det(T" ()] - A" (QF ")
< |det(T" ()] - (L +2)" - A™(Qi)

— (14" /Qi|det(T'(m1-))|d)\”(x)
<+er [ (4T @)+ X" @)
— (1 4e)" /Qi|detT'(x)|d/\"(ac) F (14 &)\ (Q0),
also insgesamt
AN(T(A) < (1+2)" /A|det(T'(az))| AN (2) + (14 )" eA"(A),

Mit € — 0 folgt dann die Behauptung. |
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6. Bildmafle und Transformationsformel

Beispiel 6.11 (Polarkoordinaten in der Ebene): Seien
Vi={(rd)|r>00<d<2r}CcR®* , W:=R*\{(r,0)|r>0},
dann erfiillt die Abbildung
T:V — W;(r,9) — (rcos(0),rsin(d))

die Voraussetzungen fiir den Transformationssatz. Die Jacobimatrix der Transfor-
mation ist

i = (St} )

und die Jacobideterminante ist
det(T"(r,9)) = 7 cos?(9) + rsin(9) = 7.

Nach dem Transformationssatz ist jetzt

/]R2 fla,y)dedy = /W flz,y)dedy = /O27T /000 f(rcos(9), rsin(P))r dr dd;

die erste Gleichung gilt, da A?(W¢) = 0. Nun benutzen wir den Transformations-

. 2 .
satz, um wieder [~ e™*" dx auszurechnen (vergleiche ):

00 5 2 5 5 2m 0o R
(/ e ” dx) :/ e” Y dxdy:/ / re” " drdd =m,
—o0 R2 0 0

o0 2
/ e " dr = /7.

— 00

also

39



I. Integrationstheorie

7. LP-Raume

Im Folgenden sei (X, 2L, 1) ein Mafiraum.

Bezeichnung 7.1: (1) Fiir 0 < p < oo definieren wir fiir eine messbare Funktion

f:+X — C die LP-Norm

o= ([ i)’

und setzen

LP(p) :={f: X — C| f messbar, || f||, < co}.

(2) Fiir p = oo setzen wir

[flloo := ess sup, e x|f(z)| = mf{k € R [ u({z | f(z) > k}) = 0},

wobei wir || f||loo := 00 setzen, falls kein solches k € R existiert. ess sup steht
fir ,essentielles Supremum®. Weiter setzen wir

L(p) :={f: X — C| f messbar und || f|cc < 00}.

Bemerkung 7.2: (1) Eine Norm auf einem C-Vektorraum V hat die Eigenschaf-

40

ten

(i) [lafll = laf[[f]| fir alle o« € C, f €V,

() [If +gll < 171+ llgll fiir alle f,g € V,
(i) |fll =0 f =0,
Die LP-Normen erfiillen

() lofllh = [xlaf(@)P du(x) = |a [ |f (@) du(z) = o] f]P,

(ii) siche dazu ,
aber im Allgemeinen nicht , denn nach Definition gilt || f||, = 0 genau
dann, wenn [ |f(z)|? du(z) = 0, also genau dann, wenn |f(z)[P = 0 fast
iiberall gilt, also genau dann, wenn f(x) = 0 fast iberall gilt. Die LP-Normen
auf dem Raum der Funktionen sind nur Halbnormen. Um dieses Problem zu
beheben, identifizieren wir f und g, falls f = g fast iiberall gilt.

Wir setzen LP := {f : X — C | f messbar, ||f||, < oo} und definieren die
Aquivalenzrelation

f~ge f=gfi.

Sei N := {f | f messbar und f = 0 f.i.}. N ist ein Untervektorraum von
LP und wir setzen LP := LP/N als Menge der Aquivalenzrelationen mit der
Quotientenabbildung

T LP— LP f— [f].



7. LP-Raume

Es ist leicht zu sehen, dass die Festsetzungen

[af] == a[f]
[f + 9] = [fl+ 9]
1Ll = [l fllp

wohldefinierte Verkniipfungen auf LP liefern, welche nicht vom gewihlten
Reprisentanten abhingen. Damit wird LP zum normierten Vektorraum. Ub-
licherweise ignoriert man dann die Unterscheidung zwischen £ und LP und
redet von Funktionen in L?, wobei diese auf Nullmengen beliebig abgedndert
werden diirfen.

(2) Die Definition von ||-||, fiir p = oo ist konsistent im folgenden Sinne: Falls
f € Micpeoe LP, dann gilt

£l = T [1£1,

(3) Die ¢,-Réume aus der Analysis I sind hier als Spezialfall der LP-Réume
enthalten, wenn X = IN, 2 = P(N) und p das Zdhlmaf ist. Eine Funktion
f + N — C entspricht einer Folge (z,)nen mit x, := f(n), alle solchen f

sind messbar und es ist -
[ fau=3" s,
X n=1

Mit den eingefithrten Bezeichnungen ist dann also

() = {(@n)uen s Yl < oo} =6,

n=1

Satz 7.3 (Minkowski-Ungleichung): Seien 1 < p < oo und f,g € LP(u). Dann ist
auch f+g € LP(u) und es gilt

1+ gllp < 171>+ llglls-

Beweis: Die Félle p = 1 und p = oo sind trivial, im Folgenden betrachten wir also
1 < p < co. Wir setzen ||-|| := ||||p. Ohne Einschrankung seien || f|| # 0 # ||g|| (ansonsten
ist die Aussage klar). Wir haben dann

If +gl” = /X 1£(@) + 9(@)]” dy(z)
< /X (@] + lg(x)])” du(x)

~ L U@, el le@) o
‘/X((\|f\|+ugu T T Lo Tt )1+ llh)” due)

(I (U@ el (le@1)?
< f 0 +1s <|f|+|g| ( 171 ) T+ Tl ( Tl ) )d’“ ):

41




I. Integrationstheorie

Die letzte Abschétzung gilt wegen der Konvexitét von ¢ — f(t) := t? auf [0, c0) furp > 1,
d. h.

flaz+ By) < af(x) + Bf(y)

fir alle «, > 0 mit a + 8 = 1. Insgesamt haben wir also

IfIl - Jx|f(@)]P du(z) gl Jxlg(@)? du(z)

If+gll” < (LI Ngl)? +
£l + llgll 717 A1+ llgll llgll®
= (I + Nlgl)?,
mit der Monotonie der Wurzel also die Behauptung. |

Bemerkung 7.4: Fiir 0 < p < 1 ist ¢ — P konkav auf [0, 00) und dann gilt
A1+ 1gll= 11 £l + llgllp,
d.h. |||, ist fir 0 < p < 1 keine Norm. Man kann zeigen, dass gilt

1+ gll” < ILAIP + llgl”

fiir 0 < p < 1. Dies zeigt, dass LP auch fiir 0 < p < 1 ein Vektorraum ist und

d(f9) =5 = ally = [ 17~ gl
X
liefert eine Metrik auf LP.

Definition 7.5: Seien R > p,q > 1. Falls fiir p, ¢ gilt
1 1

1=>+4-

p q

)

so nennen wir p, g konjugierte Exponenten. Wir schlieflen dabei auch den Fall p = 1,
q = o0 ein.

Bemerkung 7.6: (1) Der Fall p = ¢ = 2 ist ein interessanter Spezialfall.
(2) Seien p, ¢ konjugierte Exponenten und a,b > 0. Dann gilt

1 1
ab < —aP + -b1.
p q

Schreibe dazu a = exp(s/p), b = exp(t/q). Dann ist wegen der Konvexitét
von t — ef

1 1 1 1 1 1
ab = exp <5 + t) < —exp(s) + —exp(t) = —aP + —b.
p q p q p q

Satz 7.7 (Holder’sche Ungleichung): Seien p, g konjugierte Exponenten, ferner sei-
en f € LP(n), g € LY(w). Dann ist fg € L'(u) und es gilt

gl < 1 f1lp - [1gllq-

42



7. LP-Raume

Beweis: Fiir den Spezialfall p =1, ¢ = co haben wir (da |g| < ||g]|oof. 1)

d . oo At = o du = o 1.
/X ol du < /X 171 llglloo dpt = 19 /X \Fldp = lglleo £

Seien nun 1 < p,q < oco. Weiter seien ||f|l, # 0 # ||gllq, sonst gilt die Ungleichung
trivialerweise. Setze ) n
2 t R g(t
ft) = ) g(t) = ’
/1o l9llq

dann gilt fiir die Normen der Hilfsfunktionen ||f|l, = 1 = ||§|l; und die zu beweisende
Behauptung ist dquivalent zu ||f - §||1 < 1. Dies folgt nun aus

17 gul—/ F@)1- 16(0)] du(t)

< / (If(t)l” + Iﬁ(t)l"> dp(t)
/If P dp(t) /Ig )Y dp(t)

P q
=1. ]

Bemerkung 7.8: (1) Der Fall p =¢q =2,

/m oldu < 117z - lglles

ist die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir den Hilbertraum L?(u).
(2) Auch fiir die ¢)-Réume gilt die Holder’sche Ungleichung:

S ot < (zw) (Zw)
n=1 n=1 n=1

Satz 7.9 (Fischer-Riesz): Die normierten Vektorrdume LP(u) sind fir 1 < p < oo
vollstindig, also Banachrdume.

Beweis: Wir betrachten ausschliefllich den Fall 1 < p < oo, der Fall p = oo ist einfacher.
Sei (fn)nen eine Cauchyfolge in LP(u). Dann gibt es fir alle ¢ € IN ein n(i), so dass
lfn — fmllp< 27° fiir alle m,n > n(i ) gilt. Ohne Einschrinkung kénnen wir die n(7)
aufsteigend wéhlen, d.h. n(1) < n(2) < ..., dann gilt

[ fngi+1) = frllp< 27"

fir alle ¢. Wir méchten den Grenzwert f unserer Folge gern folgendermaflen definieren:

oo

F(@) = fay(@) + D (Faiisn (@) = fa (@) (L7)

1=1
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I. Integrationstheorie
Ergibt das Sinn? Um das zu sehen, setzen wir
k
= fatin (@) = Fac @),
i=1

= lfnitn @) = fao @),
i=1

also g(z) = limy—,00 gr(z) V. Die Minkowski’sche Ungleichung liefert

k k
lgrlls <D i = falle < D27 <1
i=1 i=1

fir alle k € IN. Somit gilt mit Hilfe von Fatou

lally = [ lota)l” duca)
X
= [t o @l dute)
Xk
< hmmf/ lgk (2)|P dp(z)
—  liminf|lg.?
k—oo
= 1.
Damit ist g < oo fast tiberall und f ist fast iberall durch definiert. Wir setzen
f(x) = 0 auf der verbleibenden Nullmenge.

Wegen

fn(k)( ) fn 1) + Z fn 1+1) fn“) (x)) ki))o f(ZE) fast uberall
gilt
klim fry (@) = f(x) fast uberall.
— 00

Es bleibt zu zeigen, dass f € LP(u) gilt und dass tatsichlich f, — f in LP(u) gilt.
Sei € > 0, dann existiert ein N(e), so dass || fn — fm|lp < € fiir alle n,m > N(g). Fixiere
ein m > N(e), wihle n = n(¢) fiir hinreichend grofes ¢ und beachte

fniy = fm = f— fm fiir i+ — oo punktweise fast tiberall.

Dann gilt

IF = full? /)'(|f<x> — f(@)P? du)

= /X T [ £y (@) = fon (2)|” dp(z)

IN

hmmf/ [ fr(o)( Jm ()P du(z)
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7. LP-Raume

lim inf|| fry — fm 5
1—> 00
< €

k]

damit also ||f — fm|lp < € fir alle m > N(e). Es gilt

1fllo = lfm + (f = Fm)llo
<A fmllo + 11 = Fmlly

< o0,

m—r o0

also gilt f € LP(u). AuBerdem gilt || f — fm|lp — 0, da nach oben ||f — fm|lp < € fir
hinreichnend grofies m. n

Im Beweis des Satzes von Fischer-Riesz haben wir auflerdem gezeigt, dass gilt:

Satz 7.10: Sei 1 < p < co und es konvergiere f, — f in LP(u) bzgl. ||||,. Dann
gibt es eine Teilfolge (fn(i))ien, die fast iberall punktweise gegen f konvergiert.

Bemerkung 7.11: Ohne Ubergang zu einer Teilfolge ist der im Allgemei-
nen falsch.

Korollar 7.12: Der Banachraum L*(p) ist, versehen mit dem Skalarprodukt

(f.g) = /X f(2)9(@) du(x),

ein Hilbertraum.
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II. Vektoranalysis

8. Vektoranalysis: Die klassischen Siatze von Gauf3 und
Stokes

Motivation 8.1: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt aus

/ b F'(z)dz = F(b) — F(a) (IL.1)

fiir stetig differenzierbares F' : R — R. In diesem Kapitel wollen wir uns mit der
Frage beschéftigen, ob es hoherdimensionale Analoga zu gibt. Es wird
sich zeigen, dass es solche Analoga gibt, falls wir korrekt interpretieren.
Schreibe I = [a, b], nenne OI = {a,b} den Rand von I. Dann ist

F(b) — F(a) = /81 F,

wobei die Vorzeichen der Orientierung des Randes entsprechen. Also sagt

/F’:/@F:/ F,
I I or

also: das Integral iiber ein ,,Gebiet“ der Ableitung einer Funktion ist das gleiche
wie das Integral iiber den Rand des Gebietes der Funktion. Dies gilt auch im
Hoherdimensionalen, aber  muss richtig interpretiert werden.

Beispiel 8.2 (Satz von GauB3): Sei F': R" — R"™ (also F' = (F1,...,F,) mit F; :
R™ — R) ein ,Vektorfeld“. Betrachte die Divergenz von F':

() PP OFy
le(F) o 8:101 t 9z 81'2 8xn 72: axl

also div(F) : R" — R. Was ist [,, div(F)dz; ---dz, iber eine n-dimensionale
Menge M C R™? Betrachte den Spezialfall n = 2, weiter sei M = @ ein Rechteck
mit @ = [a1, b1] X [ag, be]. Dann gilt

ba
/ 7d$1 dCL‘Q / Fl(bl,al‘g) —Fl(al,aﬁg) dwg = / . <F, ’ﬁ:> d$27
ay S———— —— Vertikaler Rand
(F,e1)(br,z2) (F,—e1)(a1,72) von

wobei 77 der Normalenvektor auf dem Rand sein soll, genau so

OF: )
// a—xzdxz dxr) = / Fy(x1,b2) —Fa(x1,a2) dog = /Hmizontale]r Rand(F7 7y day,

(Fie2)(w1,b2) (F,—e2)(w1,a2) ven
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wobei 77 wieder der Normalenvektor auf dem Rand sein soll. Insgesamt also

//Q div(F) dV = /8 (RS,

das Integral links nennen wir Volumenintegral, das Integral rechts nennen wir
Oberflachenintegral und 77 das Normalenvektorfeld auf dem Rand 0Q).

Satz (von Gauf): Sei M C R™ ,hinreichend schon® und F : M — R™. Dann gilt
/ div(Fyav = [ (F,7)ds.
M oM
Das Integral links nennen wir Volumenintegral bzgl. des n-dimensionalen Lebesgue-
MapjSes, das Integral rechts nennen wir Oberfladchenintegral bzgl. des (n—1)-dimen-
stonalen Lebesque-Mafles auf OM .
Beispiel 8.3: (1) Sei F(z) = z, das heifit F;(z1,...,z,) = x;, also

n

"\ OF, 0
av(F) =30 =3 D=
[3 i=1 )

i=1

Dann sagt der Satz von Gaufl

/ ndV = (x, 7y dS,
M oM

A (M) = / (2,7 dS.
oM
(2) Betrachte M = B(0,r), dann ist dM = $"~ ! also (x,7) = ||z|||7] = r.
Damit ist

also

/ (x,7)dS = rA" 1§,
oM

in diesem Spezialfall liefert der Gaufy’sche Integralsatz also die Beziehung

(B0, 7)) = = - An=L(gmh.
n
Beispiel 8.4 (physikalische Interpretation): (1) Das Vektorfeld F entspreche ei-
nem Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit. Die Divergenz
von F' entspricht Quellen bzw. Senken des Feldes, d.h. Orte wo Teilchen
erzeugt oder vernichtet werden. Dann bedeutet

div(F)dV = [ (F,7)dS,
M oM

dass die Gesamtmenge von erzeugten- und vernichteten Teilchen (links) dem
Zu- und Abfluss durch den Rand von M (in Normalenrichtung) entspricht
(rechts).
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II. Vektoranalysis

(2) In der Elektrostatik entspricht F' dem elektrischen Feld E. Nach der Max-
wellgleichung gilt div(E) = p, wobei p die Ladungsdichte sein soll. Dann
bedeutet

/ div(E)dv = [ (B, ds,
M oM

dass die Gesamtladung in M (links) dem Fluss des elektrischen Felds durch
den Rand von M (in Normalenrichtung) entspricht.

Beispiel 8.5 (Satz von Stokes): Fiir n = 3 gibt es fiir ein Vektorfeld F : R® — R?
(mit F = (Fy,Fy, F3)) eine weitere wichtige Ableitungsoperation, nidmlich die

Rotation
0F; 0F, 0F, O0F; 0F, O
rot(F)i= [ = — —=, = — = = — )

81‘2 8x3 ’ (3'£E3 8F1’ 81'1 8$2

Die Rotation rot(F) : R* — R3 ist auch ein Vektorfeld. Es gibt eine interessante
Umformulierung von [, rot(F) dV, aber nur, wenn iiber ein zweidimensionales M
integriert wird. Sei nun wieder M = @ ein Rechteck eingebettet in die x1-z2-Ebene
in R3. Dann ist

/ (rot(F), dS)
Q

_ // (rot(F))s day das
— // (gi — ZJCF;) dxq dzs

Z/(FQ(th‘l)—Fg(al,xQ)) dxg—/(Fl(I1,b2)—F1($2,CL2)) dxl

wobei S der Normalenvektor auf @ sein soll, der also in z3-Richtung zeigt. Die
letzte Gleichung sind dabei die Integrale in Tangentialrichtung iiber den Rand von
Q, also

- /BQ<F7T> ds,

wobei 7 das Einheitstangentenfeld des Randes sein soll.

Satz (klassischer Satz von Stokes): Sei n = 3 und M C R3 eine ,hinreichend
schéone“ zweidimensionale Fliche und F : V. — R mit V offen, V. O M. Dann gilt:

/M (rot(F), dS) = /8 (Fds

wobei das Integral links das Oberflichenintegral {iber die Fliche M senkrecht zur
Fliche M — und das Integral rechts das Kurvenintegral tber die zur Randkurve
tangentialen Kurve sein soll.
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Beispiel 8.6: Sei M = B(0,1) in der x1-z2-Ebene mit Rand OM = $'.

(1) Sei F(z) = =, also F(x1,x9,73) = (21,79, 3) fiir alle (z1,29,73) € R3.
Dann ist rot(F) = 0, also [,,(rot(F),dS) = 0. Weiter ist F' senkrecht auf
der Kreislinie, also ist (F,7) =0 und [, (F,7)dS = 0.

2) Sei F(x1, 2, 23) = (22,2125 + 21, 23). Der Tangentialvektor 7 am Kreis zu
1
(z1,22) ist (—x9,x1), also ist

(F,7) = {(23, 22129 + 1, 73), (—29,21,0)) = —2iwe + 22Tw9 + 23 = 2729 + 25

Die Integration von ds iiber $' erledigt man am besten in Polarkoordinaten:
21 = sin(y), x2 = cos(p). Dann ist das Integral

/8M<F, T)ds = /0 (sin®(p) cos(i) + sin*(¢)) dp = /0 sin®(p) dp = 7.

Fiir das zweite Integral brauchen wir die Rotation:

0Fy, OF;
=2 _ 1 _9 1—
(rot(F))s 90~ O, To + 0,

also

/ (rot(F),dS) = / (2z9 + 1) dxy dxg = / ldeidas =7
M B(0,1) B(0,1)

Bemerkung 8.7: Das Vorangegangene fiihrt auf Fragen

(1) technischer Natur:

(i) Welche Mengen, Flichen kommen als Integrationsbereiche in Frage?
(ii) Was ist der Rand OM einer solchen Fliache M?

(iii) Wie kénnen wir die Vorzeichen (die ,,Orientierung®) von Normalen und
Tangenten zu Flachen konsistent festlegen?

(iv) Wie ist die Integration tiber M, OM definiert?
(2) konzeptioneller Natur:
(i) Wie kann man den Satz von Stokes verallgemeinern auf Dimensionen
n > 37
(ii) Sind die Sdtze von Stokes und Gauf vielleicht nur Spezielfélle eines
allgemeineren Satzes?

Die Beantwortung dieser Fragen wird auf den allgemeinen Satz von Stokes
fiihren. Die Formulierung davon benétigt allerdings das Konzept von ,,Diffe-
rentialformen*.
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9. Differentialformen vom Grad 1 und Vektorfelder

Sei U C R™ offen und f : U — R differenzierbar. Die Ableitung df (z) von f ist eine
lineare Abbildung von R™ — R, die f in der Ndhe von z am besten approximiert,
also df (z) € LR™, R) = (R™)*, (R™)* bezeichnet den Dualraum von R™.

Definition 9.1: Sei U C R"™ offen. Eine Differentialform vom Grad 1 ist eine Ab-
bildung von U in den Dualraum (R™)* von R™. Wir nennen Differentialformen
vom Grad 1 auch Pfaff’sche Formen.

Bemerkung 9.2: Seien z1,...,x, die Koordinatenfunktionen auf U, d.h.
z; :R" — R
(z1,. -y 2n) — zi,
dann sind die dz; = (J; ;)1<j<n die kanonischen Basisvektoren in (R™)*, denn: sei
e; der j-te kanonische Basisvektor von R", dann gilt dz;(e;) = J; ;. Wir identifi-

zieren R™ = R™*! und (R")* & R,

Proposition 9.3: Fiir jede Differentialform w vom Grad 1 auf U existieren eindeu-
tig bestimmte Funktionen py,...,pn: U — R, so dass

w(z) = Zpl(a:) dx; .

Definition 9.4: Eine Differentialform w vom Grad 1 auf U heiflit messbar bzw.
stetig bzw. differenzierbar, wenn alle p; messbar bzw. stetig bzw. differenzierbar
sind. Die Differentialform w hat kompakten Trager, wenn alle p; kompakten Trager
haben.

Definition 9.5: Seien w,w’ Differentialformen vom Grad 1 auf U und f : U — R
eine Funktion, so wird durch (v’ 4+ w)(z) := w(x) + w'(x) die Summe der beiden
Differentialformen erkléart, genauso wird (fw)(z) := f(x)w(z) erklirt.

Definition 9.6: Sei U C R” offen. Unter einem Vektorfeld auf U verstehen wir eine
Abbildung v : U — R".

Definition 9.7: Sei ey, ..., e, die kanonische Basis des R™. Fiir jedes Vektorfeld v
auf U existieren eindeutig bestimmte Funktionen u; : U — R, so dass

v(z) = Z u;(z)e;
i=1

fiir jedes * € U. v heifit messbar bzw. stetig bzw. differenzierbar, falls alle u;
messbar bzw. stetig bzw. differenzierbar sind. Vektorfelder kénnen addiert und
mit Skalaren multipliziert werden. Fiir @« € (R™)* und w € R™ schreiben wir
(o, w) = a(w). Ist w eine Differentialform vom Grad 1 und v ein Vektorfeld, so
liefert das Skalarprodukt (w,v) = w(v) eine Funktion mit Werten in R.
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10. Differentialformen héherer Ordnung

10. Differentialformen hoherer Ordnung

Definition 10.1: Sei E ein Vektorraum tiber R. Eine Multilinearform vom Grad p
(kurz: p-Linearform) ist eine Abbildung o : x?_; E — R, die linear in jeder ihrer
p Variablen ist. Eine p-Linearform « heifit alternierend (oder antisymmetrisch),
falls

(V1,0 Ve Uy Up) = —Q(V1, o Vs, Uy, Up)

fir alle 4 # j mit 1 <4,5 < p.
Bemerkung 10.2: Fir jede alternierende p-Linearform o und Permutation 7 von

{1,...,p} gilt:
a(Vr(1)s -+ Un(p)) = sg0(m)a(v1, ..., vp),

wobei sgn das Signum einer Permutation bezeichnet, d.h.

(7) {1 m ist Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen
sgn(m) =

—1 7 ist Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen -

Satz 10.3: Sei o eine beliebige p-Linearform auf E. Setze

Bor, ... vp) =Y sgn(0)a(Vs(1)s - - - Vo(p)):

eSS,
wobei &,, die Menge der Permutationen von {1,...,p} ist. Dann gelten:
(1) B ist alternierend,
(2) Falls o alternierend ist, so ist = pla.

Beweis: (1) Sei m € &,. Dann gilt (beachte: sgn(mo) = sgn(n) - sgn(o)):

/B(UTF(I)’ ceey v‘ir(p)) = Z Sgn(o—)a(vﬁo(l)v o 7Uwo(p))

oeSy

= sgn(w) Z sgn(10)0(Vro(1)s - - - Uno(p))

ToEG,
= sgn(m)B(v1, ..., vp),

also ist 3 alternierend.
(2) Wenn « schon alternierend war, dann gilt

Blos, ) = > s8n(@)aVo(1), -+, Vo)

oeG,
= Z sgn(o)a(vy, ..., vp)
ISP
=pla(vi,...,vp). [ |
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II. Vektoranalysis

Definition 10.4: (1) Seien « eine p-Linearform auf F und S eine g-Linearform
auf F. Dann ist a ® (3, erklart durch

(a® B)(v1,...,vp,w1,...,Wq) = c(V1,...,0p)B(w1,...,w,),

eine (p + ¢)-Linearform auf E.

(2) Seien «, § zusitzlich alternierend, so wird ihr dufSeres Produkt o A 8 durch

(@A B)(v1,. .., Vpq)

1
= qu' Z Sgn(ﬂ—)a(yﬂ'(l)a cee 7U7T(p))ﬁ(u‘n’(p+l)v cee ,U‘n'(p+q))
T€6p1q

erklart. a A 8 ist eine alternierende (p + ¢)-Linearform!
Beispiel 10.5: Seien e} = (1,0,...,0), e5(0,1,0,...,0) € (R™)*. Dann ist
efNes =e]Re; —e;Rel.

Satz 10.6: (1) a A [ ist alternierend,
(2) Es gelten:
(i) Die Distributivgesetze

(a+adYAB=aAB+a AP,
aN(B+p)=arB+anp,

(i) A ist assoziativ, d. h.
(@AB) Ay =aA(BNAY),
(iii) Ist « eine p-Linearform und § eine q-Linearform, dann ist
BAa=(=1)MaAnp.

Beweis: ist klar mit .
: (i) ist klar wegen der Bilinearitdt der Formel in

(ii) Seien « eine p-Linearform, 8 eine g-Linearform und + eine r-Linearform. Dann gilt

((a A 6) /\7)(7)17 . '7vp+q+r)

1
= =+ qr! Z sgn(m)(a A B)(Vr(1)s - -+ Vr(p40)) Y (Vn(pta+1)s -+ Un(ptatr))
TE€Sptgtr
1
= W Z Sgﬂ(W)V(Uw(pﬂﬂ), cee avr(p+q+'r))
TESptqtr
1
W Z Sgn(a)a(vﬂa(l)a ceey ’Uﬂa(p))ﬁ(vwo(p-kl)a ey vwa(p+q))~
T 0€6pq
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10. Differentialformen héherer Ordnung

Setze jetzt
= {770 50
m(i) i>ptg

dann ist sgn(7) = sgn(7)sgn(o), und

PR Y

TE€Cptqtr TESptq+r
7€Gp1q
Damit ist
1
(@A B) AN pratr) = o D> sen(na(vey, - ve)
TESptqtr
B(UT(ZH—I)» < 7UT(p+q))’Y(UT(p+q+1)7 RR) v‘r(p+q+r))-

Durch eine analoge Rechnung erhélt man den gleichen Ausdruck fiir

aN(BAY) (V15 Vptgir)-

(1) Esist
(/8/\ Oé)('l)l, N '7UQ+P) = (a/\ﬂ)(vﬂ(l)y s 7v‘rr(p+q))
mit
S 1 p p+1 ... p+gq
qg+1 ... qg+p 1 P ’

7 kann als Produkt von p - ¢ Transpositionen geschrieben werden, also sgn(m) =
(=1)?, und somit erhalten wir

(6 A a)(vlv cee 7UQ+P) = (_1)pq(a A B)(Ulv .- '7Up+€1)7

was die Behauptung zeigt. [ ]

Bemerkung 10.7: Wie im Beweis zu zeigt man: Sind aq,...,q;,
alternierende Multilinearformen, wobei «; vom Grad p; ist, und p := >""" | p; ist,
dann gilt:

ar A A agp (v, ..., Up)
1
= o | Z sg(T) a1 (Vr(1), -+ Vn(p1)) ** Om (Vn(p—pua)41) -+ > Un(p))-
P1:Pm:
TES,
Satz 10.8: Seien E ein n-dimensionaler R-Vektorraum, eq, ..., e, eine Basis von
E undej,... e seidie zugehérige duale Basis von E*. Dann gelten:

(1) Der Raum der alternierenden p-Linearformen tiber E ist ein Vektorraum der
Dimension (;)
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II. Vektoranalysis

(2) Die Menge
{ei, /\e;;/\---/\ez‘p [1<idy <ig<---<ip<n}
bildet eine Basis der alternierenden p-Linearformen tber E.
Beweis: Beachte, dass fiir 1 < j1 < jo < -+ < jp < n gilt

1 ip=juVk

* *
(eil A A eip)(ejl,. . -7ejp) = {0 sonst

d.h. die ef; A+ Aej, mit 1 <4y <4z <--- <ip < n sind linear unabhingig.
Sei nun « eine alternierende p-Linearform, dann ist o eindeutig bestimmt durch die

Werte ey, ..., eq,) fiir beliebige 1 < i1,42,--- < n. Falls i, =4 = i fiir k # [, so ist
aleiy, o s €iyeees€iyey€iy) = =€y, oy €y, iyt i),
und somit ist a(ei;,...,€i,...,€i,...,€;,) = 0. Aus diesem Grund brauchen wir nur die

Werte auf Basisvektoren mit paarweise verschiedenen Indizes. Durch Vertauschung lésst
sich jedes Indexpaar ordnen, damit geniigt es, die geordneten Indizes zu betrachten. Dann
gilt aber

a= Z €y s ei,)en N Aep, (I1.2)
1<ip<--<ip<n
denn fiir den Wert unserer Darstellung von « auf geordneten Basisvektoren (ej, , ..., €j,)
gilt

Z a(eiw' . '762';7)6:1 AN /\6;;(6]‘1,. . "ejp) = a(eh?' . "ejp)?
1<ip < <ip<n

also stimmen beide Seiten von auf geordneten Paaren von Basisvektoren iiber-
ein. ]

Definition 10.9: Sei U C R™ offen. Eine Differentialform vom Grad p auf U ist
eine Abbildung

w : U — {alternierende p-Linearformen auf R"}.

Bemerkung 10.10: Die Differentialformen vom Grad p kénnen punktweise addiert
und mit reellen Funktionen multipliziert werden.

Definition 10.11: Seien wq,ws Differentialformen vom Grad p; bzw. ps. Das dufSere
Produkt wi N wg =: wiws ist definiert durch

(w1 Awa)(x) = wi(z) A wa(x).

Bemerkung 10.12: (1) w; A ws ist eine p; + po-Differentialform.
(2) Fiir die Dachprodukte der beiden Differentialformen gelten die Rechenregeln

(i) (w1 + w)wa = wiws + wiws,
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10. Differentialformen héherer Ordnung

w1 (w2 + wh) = wiws + wiwh,

ii)

i) (fwi)we = wi(fwe) = flwiwa),
iv) (

)

w1w2)w3 = w1 (wzws)
(v) wowy = (—1)PrP2w wy, falls wy eine pi-Form und ws eine po-Form ist.

Notation 10.13: Geméf schreiben wir fiir die kanonische duale Ba-
sis e}, ...,er des R™ auch dx, ..., dx, und somit fiir die Basis der alternierenden
p-Linearformen aus auch ef A---ANep i=dxi ---dr;,.

Proposition 10.14 (und Definition): Jede Differentialform w vom Grad p auf U
besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form

w = E gi1...ip dIil e dxip,

1<i1 < <ip<n

wobei Giy..i, + U — R. Die Differentialform w heifst messbar bzw. stetig bzw.

differenzierbar, falls alle g;,. i, messbar bzw. stetig bzw. differenzierbar sind.

Beispiel 10.15: Es seien n = 3, U = R>?. Wir bezeichnen dann
dx = dx1 = €]
dy = dxg = €}
dz = dxs = e5.
Sei
wi(z,y, 2) = 2% dydz + cos(z) drdz

eine 2-Form und
wo(x,y,2) =xdr+zdy+ydz

eine 1-Form. Dann ist
(w1 Awa)(z,y, 2) = 2% dydzdz + cos(2)x dedzdr +2° 2 dydzdy
+ 2z cos(z) drdzdy +ay dydzdz 4 cos(2)y drdzdz
= (2% — zcos(2)) dedydz .

Bemerkung 10.16: (1) Wegen ww = (—1)PPww fiir eine p-Form w gilt fiir p un-
gerade
wAw=0.

(2) Die einzige p-Form fiir p > n ist 0, d.h. gilt fiir die Grade p1, p> der Diffe-
rentialformen wy,wo die Ungleichung p; + p2 > n, so gilt auch

w1 /\OJQZO.
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II. Vektoranalysis

11. AuBere Ableitung von Differentialformen

Motivation 11.1: Sei U C R" offen. Eine 0-Form auf U ist eine Funktion f : U — R.
Falls f differenzierbar ist, so ist die Ableitung df = Df : U — (R™)* eine 1-Form

n

mit Koordinatendarstellung df = >"." % dz;. Wir haben also einen Ableitungs-
operator von den 0-Formen in die 1-Formen. Diesen wollen wir jetzt auf beliebige
p-Formen ausdehnen.

Definition 11.2: Die Differentialform w habe die Darstellung

w= Z Giy..ip Ty . dTy,

1<i1 <--<ip<n

Dann erklaren wir die dguflere Ableitung dw durch

dw = Z dg“% dSUl'l e dl‘ip .

1<i1 < <ip<n

Beispiel 11.3: (1) Seienn = 2 und w = f dz +g dy mit Funktionen f, g : R? — R.
Dann ist

dw = df dx + dg dy

_(9F 4 0f 99 4199
—(8xdx+aydy)da:+<axda:+aydy dy
_ (99 _9f

_(833 ay)daxdy

(2) Seien n = 3 und w(x,y,2) = ¥? dr +y dz. Dann ist

dw = d(z*) dx + dydz
= (2zdx+0dy +0dz) dx + dydz = dydz .
Bemerkung 11.4: (1) Die duflere Ableitung einer Differentialform erhéht ihren
Grad um 1.
(2) d ist linear, d.h. d(w1 + w2) = dw;y + dws.
Satz 11.5: Seien wi,ws differenzierbare Differentialformen vom Grad p bzw. q.

Dann gilt
d(w1w2) = d(wl) wo + (—1)pw1 d(WQ) .

Beweis: Wegen der Linearitdt von d geniigt es, die Behauptung fiir Differentialformen
w1 = fdzi, ...dx;,, we = gdzj, ...dx;, zu zeigen. Es gilt

d(fg) = (df)g + f(dg),
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11. AufBere Ableitung von Differentialformen

d(wiwsz) = d(f dxiy - - - dxiy, gdaxj, - - - dxj,)
=d(f) gdxi, - - - das, dxj, - - - daj, +f dgdasy - - - dxs, dxyy - - - day,
d(f) gdws, - - - dwi, daj, - - daj, +(=1)° f dxiy - - - dws, dgdxy, - - dxj,
= (dUJ1)UJ2 =+ (—1)pUJ1 d(UJQ) . [ |

Satz 11.6: Sei w eine zweimal stetig differenzierbare Differentialform vom Grad p
auf R™ mit p < n. Dann ist d(dw) = 0.

Beweis: Wegen der Linearitat der dufleren Ableitung genitigt es, Differentialformen w der
Form
w= fdx; ---dx;,

fiir beliebige geordnete Indizes 1 < i1 < --- < i, < n zu betrachten. Die duflere Ableitung
von w ist in diesem Fall
dw = df dz;, coedwy,

Fiir die duflere Ableitung d(dw) gilt nun

d(dw) = d(df) dxi, - - - das, +(—1)" df d(dxs, - - - dwi,,)
= d(df)dxiy - - - dai,

da d1 = 0. Die dufiere Ableitung df ist df = > " DL dg;, damit ist

i=1 Ox;
didf) = Y P g duy = 3 A I D W PO
N — 5‘:81'637]' T b 8xjam¢ axiax]’ P
1<i,5<n 1<i<j<n
also was zu zeigen war. |
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II. Vektoranalysis

12. Stammfunktionen von Differentialformen

Definition 12.1: Sei w eine stetige Differentialform vom Grad p auf U, wobei U C
R™ offen.

(1) Eine Differentialform o vom Grad p — 1 auf U heifit Primitive oder Stamm-
funktion zu w, falls w = da. Die Differentialform w heifit exakt, falls es eine
Stammfunktion besitzt.

(2) w heifit geschlossen, falls dw = 0 ist.

Bemerkung 12.2: (1) Wegen d(da) = 0 folgt, dass w erst recht geschlossen ist,
wenn w exakt ist. Die Differentialform w = dx 4z dy ist nicht geschlossen,
da dw = dx dy # 0, also auch nicht exakt.

(2) Im Folgenden werden wir uns mit der Frage beschéftigen, unter welchen Be-
dingungen die Umkehrung gilt, d. h. unter welchen Bedingungen geschlossene
Differentialformen auch exakt sind. Wir werden sehen, dass im Allgemeinen
die Umkehrung nicht gilt; wenn das Gebiet U allerdings ,,schén“ genug ist,
dann gilt sie schon.

Beispiel 12.3: Betrachte auf U = R? \ {0} die Differentialform vom Grad 1

21y YTy

w(z,y) = dx.

Die Differentialform w ist geschlossen, denn

2 2 2 2 2 2 )
do=-2L"2 _dzd L i

Ty _
L (e A e

) dxdy = 0,

aber w ist nicht exakt. Angenommen, es gilte w = df fiir f : U — R, also w habe
die Darstellung

af af
=—dr+—dy.
YT b x+3y 4
Fiir diese Funktion f miisste dann gelten
o_ vy o _ =
or a2 +y?’ oy w24y’

Betrachte die Abbildung g : R — R erklart durch

g(t) == f(cos(t),sin(t)).

g ist stetig und periodisch auf R, d.h. g nimmt in einem ¢ty € R ihr Maximum an,
d.h. ¢’(tg) = 0. Es ist aber

’(t)_gdj g@
T = 5t Oy dt
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12. Stammfunktionen von Differentialformen

B sin(t) )
 sin®(t) + cos?(t) sin(t) +

cos(t)

sin?(t) + cos2(t) cos(t) =1

fiir alle ¢, also kann es keine solche Funktion f geben.

Definition 12.4: Eine Teilmenge U C R™ heifit sternformig, falls es einen Punkt
z € U gibt, so dass fiir jedes andere x € U die Verbindungsstrecke zwischen z und
x in U liegt.

Jedes konvexe Gebiet ist sternférmig, jedes sternférmige Gebiet ist zusammen-
héngend.

Lemma 12.5 (von Poincaré): Sei U C R"™ offen und sternférmig. Dann ist jede
geschlossene Differentialform beliebigen Grades p > 1 exakt, d. h. ist dw = 0, so
existiert eine (p — 1)-Form « mit w = da.

Beweis: Sei zunédchst p = 1 und w habe die Darstellung

w= igi dx; .
i=1

Ohne Einschrankung sei der spezielle Punkt fiir sternformiges U der Punkt z = 0. Die
Beweisidee ist, fir einen Punkt z # = € U die Funktion &(¢, z) := w(tz) fir ¢t € [0,1] zu
betrachten und diese Funktion entlang der Verbindung von z zu x zu integrieren, also
einem Ausdruck der Gestalt L
a= / w(tz)
0

Sinn zu geben. Formal entwickeln wir in Differentialen und beriicksichtigen nur Terme,
die dt enthalten:

wite) =Y giltw) d(tz:)

= Z gi(tx)(dt x; + tdx;) = Z gi(tx)z; dt + Z tgi(tz) dz; .
=1 =1

=1

Wir nehmen davon nur den ersten Term und definieren somit den Kandidaten « fiir die
Stammfunktion von w durch

a(r) == /01 (igl(ta@)mb) dt .

Unter Verwendung von dw = 0 zeigen wir nun, dass « eine Stammfunktion von w ist. Es
gilt

da(z) = /O 1 > d(gi(tz)w:) dt
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II. Vektoranalysis

J

1 - 0g;(tx) ox;
,/ Z(Z[ B xi—|—gi(t:r)ax_ dxj>dt,
0 i1 =1 J

also (unter Benutzung von dw = 0)

da(l‘) _ /;1 (Z <Z 89579(21,):52 dz; +gj(tat) de)) dt

j=1 \i=1

_ /01 (Z 2 (g5(t)0) dxj> dt

= lg;(ta)t)} da;

= gi(z) da;
j=1

= w(x).

Fir p > 1 setzt man die Darstellung

w(z) = Z Giy-oip ATiy -+ - dTy,

1<iy < <ip<n
an und wéahlt fiir @ analog zum Fall p = 1 den Ansatz « := fol w(tz). Dann ist
witz) = > gy () d(tzy,) - d(tw,)

1<i) < <ip<n

= dt /\{ Z Giy i (itas)t?’*1 dx;, - % - da;, xik(—l)’“l} & Terme ohne dt.

1<ip<-<ip<n
Wir setzen also
P 1
al@)i= Y D (=D, (/ iy iy (tm)tp_ldt) dzi, -+ degy - - dai, .
) ) 0
i1 < <ip k=1

Dann rechnet man analog (nur um einiges aufwéndiger) zum Fall p = 1 nach, dass « das
Gewlinschte leistet, also dass da = w gilt. |

60



13. Transformation von Differentialformen

13. Transformation von Differentialformen unter
differenzierbaren Abbildungen

Definition 13.1: Seien U C R™, V C R"™ offen, ferner seien ¢ : U — V stetig
differenzierbar und w eine p-Form auf V mit 0 < p < n. Dann ist die mit ¢
zurtickgeholte p-Form p*w auf U durch

((Pw)(@)) (V1. vp) = w(p(@)) (' (@) V1,9 (@) - vp)
erklart.
Proposition 13.2: ¢* hat folgende FEigenschaften:

(1) ¢* (w1 +w2) = ™ (w1) + " (w2).
(2) ©* (w1 Awa) = @*(w1) A p*(wa).
(8) Fallsw=df, dh.p=1, f:V = R, so ist

@"(w) = d(f o).

(4) Falls
w= Z Giy..ip iy -+ dxy

1<ii<-<ip<n
S0 1st

Prw) = > (9n.i,0@)d(mi, 0p) - d(w, 0 ).

1<iy<--<ip<n

Beweis: (1) Klar.
(2) Es ist

(" (@1w2)(2)) (V1, -+, Vpg) = ((wrw2)(@(2))) (¢ () -1, ..., @ (2) - Vptq)-

Fiir ((wlwg)(cp(x))) (¢ () - v1,. .., @ (T) - Vptq) =: F(v) gilt die Darstellung

F) =~ 3 sen(m) (@1(0(@) (¢ @) - vrcrye- o /(@) - vrir)
TE€Gptq

w2 (@(x))(‘)@/(x) “Un(p+1)y -+ Lp/(it) ) U‘fr(p+q))7
also gilt insgesamt

1

F(v) = W

Z sgn(m) (9 w1) (@) (Ur(1), -+ Vn(p)) + (07 W2) (2) (Vr(pt1)s -+ V(o))

TE€Sptq
= (¢ wi(@) A @ wa(x)) (V1. -, Vpta),

damit also das Behauptete.
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(3) Wir setzen w = df = Df, dann gilt
d(f 0 9)(@) = df (p(@)¢ (2) = & (@) (@),
denn wir haben
f:R"DU =R, p:R"D>U—-V CR™, fop:R"DU—=R

und
w(z) = df (z) = (grad(f))(z).

Etwas préaziser: Fir w = (&1,...,&.) € R" ist

w(w)(w) = (grad(f Zaxl )6,

insgesamt haben wir also
d(f o ¢)(x) = (grad(f o ¢))(z) = (grad(f))(o(x))¢' (),
also fiir v € R™

d(f © @) (x)(v) = (grad(f)(¢(2)) - (¢'(z) - v) = w(ep())(¢' (@) - v) = " (w)(@)(v).

(4) Folgt aus (1), (2), (3). Nach Aussage geniigt es wegen der Linearitat, Differen-
tialformen w = gi;...;, s, - - - dx;, zu betrachten. Fiir solche w gilt

O (Gir,nsip ATiy -+ dxi,) = @7 (Gi, iy (diy) - " (daiy, ). u

Beispiel 13.3: Betrachte die 2-Form w(x,vy,2) = zdydz +ydzdr +zdrdy in R3.
Hole diese zuriick nach R? mit der Abbildung
0:R*—R3
(u,v) — (cos(u) cos(v), sin(u) cos(v), sin(v)).

Die Abbildung ¢ parametrisiert die Kugeloberfliche $? durch sphirische Koordi-
naten u, v. Fiir die Differentiale erhalten wir

dx = % du +g— dv = —sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv,
dy dy . .

dy = u du +a— dv = cos(u) cos(v) du — sin(u) sin(v) dv,
0z 0z

dz = %du—i-a—dv—cos( v) dv,

also erhalten wir fiir die zuriickgeholte Form
©0*w(u,v) = cos(u) cos(v)(cos(u) cos? (v) dudv) — sin(u) cos(v) sin(u) cos?(v) dvdu
+ sin(v)(sin?(u) cos(v) sin(v) dudv — cos? cos(v) sin(v) dvdu)
= dudv ( cos®(u) cos®(v) cos(v) + sin®(u) cos®(v) cos(v)
+ sin?(u) sin?(v) cos(v) + cos?(u) sin?(v) cos(v))
= cos(v) dudv .
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Satz 13.4: Fulls w stetig differenzierbar ist und ¢ zweimal stetig differenzierbar ist,
so ist p*w stetig differenzierbar und es gilt:

¢ (dw) = d(¢™(w)) -

Beweis: Sei w = Z1§i1<m<z‘p§n Giy,...,ip 24y - - dx;,, dann ist

dw = Z dgil,m,ip dl’il cee dxip .

1<i1 < <ip<n

Es ist

pldw) = (Y dgis, duiy - das,)

1<i1 < <ip<n

= Y (AP (dmiy) " (dai,)

1<ig < <ip<n

= Z (gll ,,,,, ip O SD) d(.fCZl o @) PN d(mzp ° QO)

1< <---<ip<n

=dp*(w) [ ]
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14. Flacheninhalt von parametrisierten Flachen

Definition 14.1: Sei I C R*. Eine Abbildung ¢ : I — R™ heiBt differenzierbar,
(stetig differenzierbar usw.), falls ¢ zu einer differenzierbaren (stetig differenzier-
baren usw.) Abbildung @ : U — R™ fortgesetzt werden kann, wobei I C U, U C R¥
offen.

Definition 14.2: Sei 0 < k < n. Eine k-dimensionale parametrisierte Fliche im R™
ist eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : I — R"™ im Sinne von ,
wobei I C R¥ messbar. Fiir die k-dimesionale Fliche notieren wir das Tupel (I, ©).

Beispiel 14.3: (1) Stetig differenzierbare Kurven + : [a,b] — R"™ sind eindimen-
sionale parametrisierte Flachen.

(2) Die Abbildung
@ :[0,7] x [-7, 7] — R3
(s,t) — (rsin(s) cos(t), rsin(s) sin(t), r cos(s))

mir r > 0 ist eine 2-dimensionale parametrisierte Fliche im R3, die Kugel-
oberflache der Kugel mit Radius r.

Motivation 14.4: Was ist das Volumen bzw. der Flacheninhalt einer parametrisier-
ten Fliache (1,¢)?

(1) Fir k = 1, v : [a,b] = R™ haben wir in der Analysis II fiir die Lange der
Kurve die Formel

b
L(y) = / 15l de

bewiesen.
(2) Fiir eine bijektive Abbildung 7' : R™ — R™ ist das Volumen des Bildes durch
den Transformationssatz bestimmt:

W) = [ T @)]N@) = [ \faet (@) (7'(@) ax" (@)

(3) Auch fiir k < n ist y/det(T*T) fiir lineares T': R¥ — R™ das Volumen von
T([0,1]%) c R™.

(4) Approximation von beliebigen Abbildungen ¢ : I — R™ durch kleine k-
dimensionale Wiirfel motiviert dann die folgende Definition.

Definition 14.5: Der Flicheninhalt bzw. das Volumen der parametrisierten Fléche
(I, ) ist bestimmt durch

Vol(T,¢) 1= [ faet (¢! ()" (') X" (o).
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Bemerkung 14.6: Im Allgemeinen gilt Vol(I, ¢) # Vol(¢(I)), falls ¢ nicht injektiv
ist. Ist ¢ nicht injektiv, so kénnen Teile von Im(y) 6fter durchlaufen werden, z. B.
fiir

¢ :[0,4n] — R?
t — (cos(t),sin(t))
wird $! zweimal durchlaufen und Vol([0, 47, ¢) = OQ”HQb(t)Hdt = 4.

Satz 14.7: Die Definition des Fldcheninhaltes in ist invariant unter
Parameterwechsel. Seien Iy,Io C R¥ messbar, I, C Uy, Io C Uy mit Uy, Us C R
offen. Sei © : Uy — U, bijektiv und stetig differenzierbar mit ©(I;) = I, ©71
ebenfalls stetig und differenzierbar. Sei po : Is — R"™ eine parametrisierte k-
dimensionale Flache und @1 := 300 : Uy — R™. Dann gilt

VOI(Il, (pl) = VO](]Q, (pg)
Beweis: Es gilt (wobei wir den Transformationssatz benutzen)
Vol(I1, ¢1) /1 \/det ' (z ))) dx
= /1 \/det [[(#5(8(2)) (" (2))]*[(«#4(©(x)) (€' (2))]] da

= /1 \/det [(©7(2))*[¢(O(x))]* [(a(O(x))](©' (x))] da

= / /et [[e4(0(@)] [¢h(O(w))]ldet(6 (x))] da

= [ Vet (b)) (4] dy = Vol(zz, ) .

Beispiel 14.8 (Kugeloberfliche mit Radius » > 0): Wir parametrisieren
82(r) == {z € R’ | ||zl = r}
mithilfe der Abbildung
@ :[0,7] x [-7, 7] — R3
(s,t) — (rsin(s) cos(t),rsin(s) sin(t), r cos(s)).
Es ist

rcos(s) cos(t) —rsin(
t

@)(s,t)y=1| r cos(s.) b(lIl)(t) rsin(

) sin(t)

Jcos(t) |,
0
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damit gilt

@eorv 0=y em )

s

also \/det [(¢'(5,1))*(¢") (s, t)] = r?|sin(s)|, damit

Vol(I / / 2|sin(s)| ds dt

= 2772 [— cos(s)|5 = 4mr?.

Definition 14.9: Seien U,V C R" offen. Eine Abbildung « : U — V heifit Diffeo-
morphismus, falls a bijektiv ist und o und o~ stetig differenzierbar sind.

Definition 14.10: (1) Eine k-dimensionale parametrisierte Untermannigfaltigkeit
von R™ (n > k) ist eine parametrisierte Fliche ¢ : I — R™ mit I C R*
messbar, so dass ¢ fortgesetzt werden kann zu einem Diffeomorphismus « :
U—V,UV CR"offen und I C U, I C R¥, wobei wir R¥ identifitieren
mit R* x 0 ¢ R™.

(2) Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist eine Teilmenge M C
R"™, so dass zu jedem x € M eine offene Menge V' C R"™ existiert, so dass
M NV eine parametrisierte Untermannigfaltigkeit ist. Die Abbildung ¢ :
I — M NV hei t Parametrisierung, ¢~ heifit Karte.

Satz 14.11: Sei M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes Mafl Vol auf den Borelmegen von M, so dass fiir jede Parametrisierung
p: 1 —= MnNV und jede Borelmenge E C I gilt

Vol(p(E)) = Vol(E, ¢).

Dabei betrachten wir M als metrischen Raum, welches dann die Begriffe der offe-
nen und damit der Borelmengen von M ergibt.

Beweis: Wir wollen den Beweis nur skizzieren. Sei A C M eine Borelmenge. Man kann
zeigen, dass A = Uie]N A;, so dass jedes A; in einer Karte (I;, ;) liegt. Definiere dann

Vol(A) i= Y " Vol(4y) == > Vol(ip; * (As), 1)

i€lN 1€IN

Man kann zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Auswahl der Parametrisie-
rungen (mit (18.7)) ist und dass Vol o-additiv ist, also ein Maf} auf M. [ |

15. Integration von Differentialformen

Definition 15.1: Sei I C RP? eine Borelmenge, U C R" offen, ¢ : I — U stetig
differenzierbar und w eine p-Form auf U. Dann ist ¢*(w) eine p-Form auf I, d. h.
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¢*(w) = fdzy - - dx, fir eine Funktion f auf I. Wir nennen w bzgl. ¢ integrierbar,
falls f integrierbar ist und wir setzen

[Pw::/lfdAp(m).

Beispiel 15.2: (1) Die Integration einer 1-Form iiber eine Kurve wird auf dem
zwolften Ubungsblatt niher untersucht.

(2) Bei der Integration einer 2-Form tiber eine parametrisierte zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit im R? betrachten wir die Situation

R2>T -5 M
mit einer Differentialform
w = fl dl‘gdl‘g +f2 dl‘gdl‘l +f3 dl‘ld’xg .
Wir identifizieren w mit einem Vektorfeld durch w = (F, dZ>, wobei wir
setzen F := (f1, f2, f3). Der Riickzug ist dann
¢ (w) = @"(f1)p" (dz2)p" (dz3)
+ " (f2)@" (dz3) " (dz1) + 0" (f3) " (dz1) ™ (d2),

wobei ¢*(dx;) = de* x; = d(x; o p) = dp;. Unsere Parametrisierung ¢ hat
die Darstellung

0:R*>T — R?
(S7t) L (%01(871")’()02(8775)7303(87t))v

mit den Riickziigen

. _ Oy i
wlde) = 5= ds+

Damit ist der Riickzug von w vermoge ¢

* Opa O 92 O 9p3 O dp1 O
o) = dsdt { o (%2 — %520 ) + how (% - %)

dt.

Opa O3 _ Op3 Op2 o0p1 Op1
ds Ot ds Ot 0s ot
- _ | 9p3 991 _ 91 9p3 | _ | Op2 Op2
o) =T e | = | 3 | X |
Op1 Oz _ Op2 O Oys Op3
Jds Ot ds Ot 0s ot

67



II. Vektoranalysis
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Dabei haben wir das Kreuzprodukt oder auch Vektorprodukt auf dem R?
verwendet:
x:R? x R* — R?
VW3 — V3Wo
(v,w) — v X w:= | vsw; —viws
V1w — V2wq
Man tiberzeugt sich leicht, dass dieses folgende Eigenschaften hat:
(i) v xw=—wxvVv,w e R3,
(i) (u,v x w) = det(u,v,w)Vu,v,w € R3,
(iii) [jv x w||* = ||v]|?||w||? sin?(£ (v, w)) = det((v,w) " (v,w)) Vv, w € R3.

Der Vektor 71(p)(s,t) ist also der Normalenvektor der parametrisierten Fla-
che M im Punkt ¢(s,t) mit Linge

I7i() | = det [(52, 57) T (52, 7)) = det [(¢")"¢],
)

also gilt im Besonderen an der Stelle ¢(s,t) fir die Lange

I7() (s, 1)l = v/det[(2)*(5,1) - ' (s, 1)].

Bezeichnen wir mit n(y) den entsprechenden normierten Einheitsnormalen-
vektor, so gilt dann

@*(w) = (F op,n(p))\/det [(¢)*¢'] dsdt,

und damit erhalten wir fiir das Integral

/ w = /I<F((P(5,t)),n(<p)(s,t)>\/det [(Sﬁl)*(s,t) . @/(S,t)] dsdt
= / (F(n),n(n)) dVol(n) .
M

Als konkretes Beispiel der eben hergeleiteten Formel betrachten wir die Ku-
geloberfliiche $2(1) mit der Differentialform

w(z,y,2) = xdydz +y dzde +z dxdy .

Nach Aufgabe 2 von Blatt 11 identifizieren wir w mit (F), dZ> vermoge des

Vektorfelds F' = (z,y,2). Da F orthogonal auf der Kugeloberflache steht,

gilt (F(n),n(n)) = 1, also ist [ w = [, dVol(n) = Vol(M). Nun gilt nach
©*(w)(u,v) = cos(v) dudv, also

/w = /cos(v) dudv = /2 / cos(v) dudv = 271'[sin(v)]%1 = 4.
® I -5 J-7 2



15. Integration von Differentialformen

Satz 15.3: Seien I C RP eine Borelmenge, U C R™ offen, ¢ : I — U stetig
differenzierbar und wy,ws zwei p-Formen auf U, A € R. Dann gelten

(1) fw(wl +wy) = J:OM + f<pw2;
(2) [,01) = A L 1.

Beweis: Aus den Rechenregeln fiir den Riickzug

(1) @"(w1 +w2) = " (w1) + " (w2),
(2) 9" (wn) = Ap"ws
folgen beide Behauptungen des Satzes. ]

Satz 15.4 (Parameterwechsel): Seien I C RP eine Borelmenge, U C R™ offen und
@ I = U stetig differenzierbar. Des Weiteren seien Vi,Vo C RP offen, I C Vi,
O : Vo — Vi ein Diffeomorphismus, J :== O~ 1(I) C Vo und ¢ := 0O : J — U.
Der Diffeomorphismus © heifst

(1) orientierungserhaltend, falls det(©'(x)) >0 Va € J,
(2) orientierungsumkehrend, falls det(©'(x)) <0 Va € J.

Ist nun w eine p-Form auf U, dann gilt

(1) [,w= [, w, falls © orientierungserhaltend ist,

(2) [,w=—J,w, falls © orientierungsumkehrend ist.

Proposition 15.5: Seien U C RP, V. C R", W C R* offen und ¢ : U — V,
w2 : V. — W stetig differenzierbar, dann gilt (p2 0 p1)* = @] o 3.

Beweis: Sei w eine p-Form auf W. Zu zeigen ist, dass

(p2 0 ¢1)"(w) = ¥1(p2(w))-
Es gilt fur beliebige Vektoren &1,...,& € W

(20 @1) w(@)(&1,. .., &) = w2 0p1(x)((p2 0 @1) (2)€1,. .., (P2 091) (2)&p)

= w(p2(p1(2)) (2 (01 (@) wi(w)&, - eh(pr1(2)) e (2)6p)

= paw(p1(2))(P1(@)E1, - -, 1 (2)Ep)

= @i(p2w) (@) (&1, - - &p)- u
Beweis (von ): Mit und Aufgabe 3 auf Aufgabenblatt 12 lisst

sich der Riickzug entlang 1) schreiben als

Prw(@) = (po8) w(z) = 07 (¢"(w))(z) = det(9'(z))¢ w(O(x)).
D.h. mit p*w = f1dz1 - - dxp gilt also
" (W) = foO - -det(0) dwy ---dxp.
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II. Vektoranalysis

Insgesamt erhalten wir also
/w w= / (f 0 ©)(x) det(©' (z)) dN"(x)
und
/w w= / f(2) P (z) = / F(O)) - |det(© ()] dN"(y) = = /¢ o,

mit Vorzeichen entsprechend der Orientierung von ©.
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16. Berandete Mannigfaltigkeiten und Zerlegung der
Eins

Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit entspricht lokal dem RF, eine k-dimen-
sionale berandete Untermannigfaltigkeit soll lokal aussehen, wie der R¥ mit Rand;
der sogenannte abgeschlossene Halbraum HF.

Notation 16.1: Wir setzen H* := {x = (z1,...,2;) € R¥ | 2 > 0} und wir
nennen
OHF := {z € (x1,...,2) € R* | 2 = 0}

den Rand von H*.

Definition 16.2: (1) Eine Teilmenge M C R”™ heiit k-dimensionale berandete
Untermannigfaltigkeit des R™, wenn sie lokal diffeomorph zu H* ist, d.h. zu
jedem z € M gibt es eine in M offene Umgebung U und einen Diffeomor-
phismus « : U — RF auf eine offene Teilmenge o(U) von HF.

[U ist genau dann offen in M C R", wenn es ein offenes U c R" gibt, so
dass U =M nNU.
(2) Jedes solche o : U — H* heit Karte fir M, a=! : a(U) — M heift
Parametrisierung fir M.

(3) Eine Familie von Karten, deren Definitionsbereiche ganz M iiberdecken,
heiit Atlas fir M.

Lemma 16.3: Seien o : U — HF, 3: V — H* z2wei Karten fiir die k-dimensionale
berandete Untermannigfaltigkeit M und sei x € UNV. Dann ist a(z) € OH* genau
dann, wenn B(z) € OHF.

Beweis: Betrachte die Abbildung

-1
aof H SBUNV)ESUNY =S a(UNV) C HE,

dann ist oo 87! ein Diffeomorphismus von offenen Teilmengen von H” auf offenen Teil-
mengen von H”. Da das Differential verschieden von 0 ist, ist & o 87! lokal invertierbar
in einer Umgebung von R*, d.h. innere Punkte von H* kénnen nicht auf JH* abge-
bildet werden, d.h. a o 87! bildet 8H" auf dH” ab. Ist also B(x) € OH, dann gilt
a(r) = ao f7H(B(x)) € OH". [ ]

Definition 16.4: Sei M eine k-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit des
R". Die Punkte x € M, die von einer (und somit von allen) Karte(n) in OH"
abgebildet werden, heilen Randpunkte von M. Die Menge dieser Punkte heifit der
Rand von M und wird mit M bezeichnet.

Bemerkung 16.5: (1) Der Rand M ist leer oder eine (k — 1)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit.
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II. Vektoranalysis

(2) OM ist nicht der topologische Rand beziiglich der Einbettung im R™. Sei
zum Beispiel I = [a,b] C R eine eindimensionale berandete Mannigfaltigkeit.
Eingebettet im R? ist I "R2\ I = I der topologische Rand, der Rand 91
im Sinne unserer Definition ist aber {a, b}.

(3) Da aloy : UNOM — OHF = RF~! ein Diffeomorphismus auf eine offene

Teilmenge des R¥~! ist, ist M auch (k — 1)-dimensional, aber M selbst
hat keinen Rand: 9(0M) = @.

Satz 16.6 (Zerlegung der Eins): Seien M C R™ eine kompakte berandete k-di-
mensionale Untermannigfaltigkeit und (c; = Uy — H¥)er ein Atlas fiir M mit
einer beliebigen Indexmenge I. Dann gibt es endlich viele stetig differenzierbare
Funktionen A1,..., A\ : M — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Firl<i<mn gibt es eint € I, so dass

supp(A)) = {z € M | Ai(z) # 0} C Uy.

(2) Fiir jedes x € M gilt:

Beweis: (1) Fiir ein offenes V C H*, 2 € V gibt es (unendlich oft) stetig differenzier-
bare Funktionen f : H* mit f(H*) = [0,1], f(z) = 1, supp(f) C V. Fir k = 1
wahle ,,Reskalierung* von

flz) = {eXp(_llxz) |z < 1,

0 sonst.

Fir k > 1 wahle Produkte von solchen Funktionen fiir alle Koordinatenrichtungen.

(2) Wahle fir x € M eine Karte atscz) mit & € Uy(yy, dann ist oy z)(Uya)y) C HF offen,
nach (1) existieren also fr : H* — R mit fz(ouem)(z)) = 1 mit fr > 0 so dass
supp(fz) C ay(a)(Ui(a))- Setze

S\I(y) = {fT(at(z) (y)) Yy € Ut(z),

0 sonst.

Die so gewihlten X, : M — R haben die Eigenschaften

(i) s~upp()\x) liegt in einer Karte (némlich in Uy (,)),
(ii) Az(xz) =1 und Ay > 0.

Setze nun V, := {y | Az(y) > 0}; diese V, sind offen und nichtleer, da = € V.
Damit gilt natiirlich, dass {V, | * € M} eine offene Uberdeckung von M ist.
Nun gibt es aber eine endliche Teiltiberdeckung von M, da M kompakt ist, also

existieren x1, ..., Ty mit
m
M=V
i=1
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Nun setzen wir o := Ay, + -+ + As,,. Bs gilt ¢ > 0 iiberall auf M wegen der

Definition der S\I” d. h. wir konnen definieren: \; := %)\mi. Damit haben wir dann
aber o

S

i=1
und supp(XA;) = supp(xm) C Uy(a,) liegt in nur einer Karte. [ ]

Bemerkung 16.7: Bis jetzt haben wir das Integral iber Differentialformen nur fir
eine Karte bzw. Parametrisierung definiert. Mit der Zerlegung der Eins konnen
wir das Integral iiber die ganze kompakte Untermannigfaltigkeit zusammensetzen:

/Mw::;/M)\iw:;/i)\iw,

wobei p; = ozt_i die Parametrisierung der Karte ist, auf der A\;w lebt.

Es bleibt natiirlich zu zeigen, dass diese Definition unabhdangig von der Wahl
der Karten und der gewahlten Zerlegung der Eins ist. Dies folgt im wesentlichen
wie in mit Hilfe der Transformationsformel. Allerdings bekommt man
dort eventuell einen Vorzeichenwechsel und fiir eine sinnvolle Theorie sollte man
in der Lage sein, dieses Vorzeichen iiber den ganzen Atlas hinweg zu kontrollieren.
Dies geht nur fir ,orientierbare Mannigfaltigkeiten.
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17. Orientierung von Mannigfaltigkeiten und ihren
Randern

Definition 17.1: (1) Ein Atlas (ay : Uy — H¥)4er von M heifit orientiert, wenn
fir je zwei Karten a; und oy der Kartenwechsel © := oy o as_l

as(UsNUy)»

0 :HF > ay(UsNU,) 2 U N U, 25 au(Us N U) € HF

positive Funktionaldeterminante hat, d. h. det(0'(z)) > 0 Vz € a,(UsNUy).

(2) Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit zusammen mit
einem orientiertem Atlas.

(3) Eine Mannigfaltigkeit heiflt orientierbar, falls sie einen orientierten Atlas
besitzt.

Bemerkung 17.2: (1) Orientierbarkeit von M heifit, dass man in einer konsis-
tenten Art eine positiv orientierte Basis stetig im Tangentialraum von M
auswahlen kann.

(2) Falls M C R™ (n — 1)-dimensional ist, so ist M orientierbar, falls man in
konsistenter Art einen Normalenvektor stetig auf M auszeichnen kann, d. h.
man kann konsistent das ,,Innere“ vom ,Auferen® vom M unterscheiden.
Zum Beispiel die Kugeloberfliiche $2 C R3 ist orientierbar, aber das Mobius-
band ist nicht orientierbar.

(3) Fiir eine Karte o : U — H* von M, U C M offen mit U N OM # &
ist alynom : UNOM — R*1 eine Karte fiir den Rand. Gleichorientierte
Karten fiir M liefern gleichorientierte Karten fiir 9M, und ein orientierter
Atlas von M induziert durch Einschrankung auf den Rand einen orientierten
Atlas fiir OM. Also: Orientierung auf M induziert Orientierung auf OM.

Definition 17.3: Sei M eine k-dimensionale kompakte orientierbare Untermannig-
faltigkeit des R™. Dann gibt es einen orientierten Atlas und eine dazugehorige
Zerlegung der Eins Aq,..., A, gemif . Wir definieren dann fiir eine k-
Form w auf M ihr Integral iiber M als

n n
/wzz )\iw::Z/ Aiw
M oM i—1 Y P
wobei ¢; 1= ay, ! die Parametrisierung der zu \; gehérigen Karte ist.

Bemerkung 17.4: Man zeigt dann, dass diese Definition von den gemachten Wahlen
unabhéngig ist:
(1) Unabhéngigkeit von der Wahl der Zerlegung der Eins,

(2) Unabhéngigkeit von der Wahl des orientierten Atlas bis auf ein globales
Vorzeichen.
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18. Der allgemeine Satz von Stokes

Satz 18.1 (von Stokes): Sei M eine k-dimensionale kompakte orientierte berandete
Untermannigfaltigkeit von R™. Der Rand trage die induzierte Randorientierung.
Des Weiteren sei w eine (k — 1)-Form auf M. Dann gilt

/dw:/ w
M oM

Insbesondere gilt: Hat M keinen Rand, d.h. OM = &, so ist fM dw = 0.

Beweis: (1) Wir beweisen die Behauptung zunéchst in einer Karte, d.h. w sei eine
(k — 1)-Form auf R* mit kompaktem Triger. Dann gilt:

/ dw:/ w.
Hk omk

(Die Parametrisierung von HF ist hier die identische Abbildung.) Dies sieht man
folgendermaflen: Sei

w:ijdxl"'da?jfldxjﬂ'~-dxk.

Dann ist die &uflere Ableitung

dw = Z Z 8f3 dedxl ceedzjoidxyn - dag = Z af] -1) Il de, - dxy,

j=1 r=1 8x‘7
also ist )
o of;
dw = -1y’ / L dxy -+ dx 11.3
/ka Z;“ e (IL3)
j=
Gemaf des Satzes von Fubini integrieren wir erst tiber die j-te Variable,

dafiir gilt dann:
(i) j = k: In diesem Fall lautet das Integral

< Ofk

8 d:l?k fk(xl,...,xk_l,oo)ffk(xl,...,:vk_l,())
0 Lk

= —fk(l‘h ey Tl—1, 0)
wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und weil f kom-
pakten Trager hat.
(ii) j # k: In diesem Fall lautet das Integral
S0k gy _ _
a.. d.’L’] - f](mh oo wrkflvoo) - fj(xh sy Th—1, _OO) =0
— o0 a:Ej

mit der selben Begriindung wie in
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Insgesamt haben wir also

/kdw:(fl)k/k fk(xl,...,mk_l,())dxl---dmk_l.
H RE—1

Nun kiimmern wir uns um f suk w- Dazu brauchen wir eine Parametrisierung von

OH* als (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, wir nehmen zu diesem Zweck die
Abbildung

o : R — H*
(1., TK-1) —> (1,...,25-1,0).
Da ¢*(dzx) = 0, iberlebt in ¢*(w) nur der Term mit j = k, d. h.
'w=¢"(fr)p"(da1) - ¢ (dwr-1) = fropdrr - dwp-1.

Damit erhalten wir

/ w= i/ pw
OmE RFE-1

= :I:/fk(xl,. .. ,:Ck_l,()) d$1 . 'd:Ck_1 .

Aus der induzierten Randabbildung erhalten wir als Vorzeichen (—1)*.

Die Aussage gilt, falls der Trager von w ganz in einer Karte liegt, da sich diese
Situation durch den Riickzug genau auf zuriickfiihren lasst.

Im allgemeinen Fall wiahlen wir zunédchst einen orientierten Atlas und dazu eine
Zerlegung der Eins A1,..., A,,. Dann gilt der Satz nach fir jedes A\jw, d. h.

M JOM

Summieren aller m Gleichungen liefert

d(\iw) = Aiw :/ ( )\i)w :/ w

; / M ; oM oM Zz:; oM

wegen den Eigenschaften der Zerlegung der Eins. Fir die linke Seite gilt
d(AZUJ) =d N Aw+X Adw .

Da Z:L i = 1 gilt, ist 221 d)\; = d1 = 0, also gilt insgesamt

Zm:/Md(/\iw)—/M(Zm:dAi/\w-l-Zm:)\idw) :/ o,

was den Beweis beschlieft. [ |

Bemerkung 18.2: (1) Fiir nicht kompakte M gilt der Satz nicht in dieser All-
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gemeinheit, man braucht dann Voraussetzungen, die die Randterme bei der
partiellen Integration verschwinden lassen.



18. Der allgemeine Satz von Stokes

(2) Man kann den Stokes’schen Satz auch verallgemeinern fir Mannigfaltigkeiten
M, wo der Rand auch ,,Ecken“ haben darf (von niedrigerer Dimension), z. B.
fir den Wiirfel.

Bemerkung 18.3: (1) Eine p-Form w auf einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M C R™ ist nach unserer Definition eine alternierende Multilinearform auf
R™, d. h. die p Argumente von w(x) kénnen Vektoren aus R"™ sein. Allerdings
benutzen wir im allen konkreten Rechnungen nur die bzgl. einer Parametri-
sierung ¢ : I — M zuriickgeholte Form ¢*w, und fir die gilt

P w(@) (v, .., vp) = w(p(@)) (@' () - v1,- .9 (@) - vp),

Die dort auftauchenden Argumente von w(p(x)) leben alle im Tangential-
raum von M am Punkt o(z). Somit sind die p-Formen auf M eigentlich
alternierende Multilinearformen auf dem Tangentialraum.

(2) Ist M C R™ k-dimensional, so ist auch die Dimension des Tangentialraums
k, d.h. effektiv sind p-Formen auf M mit p > k gleich Null.

Satz 18.4 (Retraktionssatz): Sei B™ := {z € R" | ||z|| < 1} die n-dimensionale
abgeschlossene Einheitskugel mit Rand OB" = $"~ ! := {z € R" | |jz|| = 1}.
Dann gibt es keine zweimal stetig differenzierbare Abbildung ® : B™ — R"™, so dass
®(B") C OB" = S~ und D|spn = id.

Beweis: Sei ® eine solche Abbildung. Betrachte die (n — 1)-Form w = z1dxs - - - dx, auf
R"™ mit der duBeren Ableitung dw = dz1 - - - dzy. Der Riickzug ®*(dw) ist dann eine n-
Form auf dem (n — 1)-dimensionalem Tangentialraum von $™~!, also gilt ®*(dw) = 0.
Nach dem Satz von Stokes gilt dann

/ B = d@*(w):/ ®* (dw) = 0.
Jopn JBn Jgn

Da aber ® OB" — id miusste gelten (P*w OBn — W|sBn — T1 d$1 e dxn oB™ also
)

O:/ @"wz/ w:/ dw:/ dzy - - - dxy, = vol(B").
B oBn n n

Das kann offensichtlich nicht gelten, also kann es kein solches ® geben. |

Korollar 18.5 (Brouwer’scher Fixpunktsatz): Jede stetige Abbildung f : B™ — B™
der abgeschlossenen Einheitskugel im R™ in sich besitzt mindestens einen Fizpunkt.

Beweis: (1) Durch den Weierstrass’schen Approximationssatz wird der stetige Fall auf
den Fall von Polynomen zuriickgefithrt. Da Polynome beliebig oft differenzierbar
sind, sind sie insbesondere zweimal differenzierbar.

(2) Fir zweimal stetig differenzierbares f ergibt sich die Behauptung aus dem Retrak-
tionssatz wie folgt: Sei f wie im Satz und f habe keine Fixpunkte. Definiere dann
® durch ®(x) = Schnittpunkt von f(z)z mit JB™. Insbesondere ist ®(z) = x fiir
x € 0B". Dann hat ® die Eigenschaften aus dem Retraktionssatz, kann also nicht
existieren, also muss f einen Fixpunkt haben. |

T



II. Vektoranalysis

19. Und zu guter Letzt: de Rham Kohomologie

Sei M eine Mannigfaltigkeit und
OP(M) := Vektorraum aller glatten p-Formen auf M,

wobei

Q°(M) = Funktionen auf M.
Mit dem Ableitungsoperator

OP(M) % Qv (M)
haben wir dann einen sogenannten Ko-Kettenkomplex
0— QM) S0 (M) S 02(M) S - =3 Q1) S k(M) — 0

(wobei k = dim M), d.h. es gilt iiberall: d*> = 0. Also: w = da = dw = 0, oder
dquivalent:
Bild(d : wP™! — QF) C Kern(d : QP — QFF1),

Die Inklusion muss dabei im Allgemeinen nicht eine Gleichheit sein; falls dies gilt,
dann heiffit der Komplex an der Stelle exakt. Nach dem Lemma von Poincare gilt
dies fiir alle p fiir sternférmige Gebiete, also z. B. fiir M = R2. Sternfésrmige Gebiete
sind topologisch trivial; falls die Topologie von M nicht trivial ist, so enthélt die
Abweichung von Bild = Kern Information tiber die Topologie von M.

Beispiel 19.1: Betrachte M = R?\{0}. Dann haben wir gesehen, dass

 —ydr + xdy
W = 7]32 T y2

geschlossen ist, d. h. dwy = 0, aber nicht exakt ist, d. h. es gibt kein a mit wy = da.
Also haben wir hier:

wo € Kern(d), aber wo ¢ Bild(d).

Es stellt sich nun die Frage: Wie viele verschiedene solche geschlossene, aber
nicht exakte w gibt es?
Zunichst gibt es triviale Variationen von wg. Sei ndmlich

w1 = wo + da.

Dann gilt
dw; = dwo +d*a=0+0=0,

und wy ist nicht exakt, da sonst wg exakt wére:

wi=df=>wy=w —da=d(f—a).
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19. Und zu guter Letzt: de Rham Kohomologie

Somit hat jedes w; = wo + da die gleichen Eigenschaften (geschlossen, aber nicht
exakt) wie wp, aber diese wy sind nur triviale Modifikationen von wy:

w1Z=wy & w1 — wp = da € Bild(d).
Um dies zu formalisieren gehen wir iiber zu
Kern(d)/Bild(d)
und bezeichnen die Aquivalenzklasse von w mit [w]. Dann gilt
[wo + da] = [wo] # 0.

Obige Frage nach der Anzahl der geschlossenen, aber nicht exakten w kénnen
wir nun prézisieren als die Frage nach der GroBle von Kern(d)/Bild(d).

Sei w € QY (M) mit dw = 0. Betrachte zwei einfache geschlossene Kurven v; und
2, die 0 umschlieen. Dann ist

/w—/wz/w:/dw:O
Y1 Y2 or N

(hierbei ist T' das Gebiet mit v; und ~» als Rand, und im letzten Schritt haben
wir den Satz von Stokes benutzt), also

/w:/ .
71 2

Das Integral von w iiber eine solche geschlossen Kurve um die 0 ist also von der
speziellen Wahl der Kurve unabhingig. Wir kénnen deshalb als Kurve den Ein-
heitskreis v = $' wihlen. Wir behaupten nun, dass gilt:

w exakt & /w =0.
¥

Beweis: Sei w exakt, also w = da; dann gilt

/w:/daz/ a=0,
v ¥ Oy
da 0y =@.

Fiir die andere Richtung versuchen wir fiir gegebenes w mit verschwindendem Inte-
gral tiber v eine Stammfunktion a durch Integrieren zu finden. Dazu fixieren wir einen
beliebigen Anfangspunkt xp und definieren

a(z) = / v,

@«

wobei v, eine Kurve zwischen x¢ und x ist. Diese Definition ist nach unserer Vorausset-
zung unabhédngig von der gewédhlten Kurve. Man sieht dann leicht, dass da = w gilt. B

79



II. Vektoranalysis

Beachte: Fiir unser wg haben wir

/ / —ydr+xdy
wo = 3
st z? +y?

/ ™ _sint - (—sint)dt+cost - costdt

0 sin?t 4 cos2t
2
/ dt
0
2.

Wir behaupten nun dass gilt: Jede geschlossene 1-Form w € Q' (M) ist von der
Form

w = Awp + do mit \ € R,a € Q°(M)
Beweis: Sei w € Q'(M) mit dw = 0. Setze

-
_271' gl

/@z/wfk/ wo = 0.
g1 g1 g1
—— —_—

Somit ist & exakt, also @ = da fiir ein o € Q°(M). Damit haben wir

w und Q= w — A\wp.

Dann gilt

w =0+ Awy = da+Awo. |

Somit gilt
Kern(d : Q' — Q?)
Bild(d : Q0 — Q1)

d. h. der Quotient ist eindimensional, mit Basis wy.

= ]me

Definition 19.2: Wir definieren allgemein die p-te de Rham Kohomologie als Vek-

torraum
Kern(d : QP — Q1)

Bild(d : Q1 — Q)

HP (M) =
mit der Quotientenabbildung
{QP(M) | dw =0} — HP(M)
wr— [w].
[w] heiBt die Kohomologieklasse von w. Die Dimension
bP(M) := dim HP (M)
heif3t die p-te Betti-Zahl von M. Die de Rham Kohomologie von M ist dann

M) =P H(M
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19. Und zu guter Letzt: de Rham Kohomologie

Eine wichtige Tatsache ist, dass H*(M) nicht nur ein Vektorraum ist, sondern
dass sich das dufiere Produkt A auf H*(M) tbertrdgt und es zu einer Algebra
macht. Dazu definieren wir

[ A[B] = [a A B

Man sieht leicht, dass dies wohldefiniert und insbesondere auch unabhéngig von
den gewéhlten Représentanten ist.
Weiterhin induzieren glatte Abbildungen f: M — N lineare Abbildungen

f*+HP(N) — HP(M)
W] = frw] = vl

Man hat die wichtige Homotopieinvarianz der Kohomologie!

Definition 19.3: Glatte f,g : M — N heiflen homotop, falls es eine glatte Funktion
h: M x[0,1] = N gibt mit h(x,0) = f(z) und h(z,1) = g(z). Wir schreiben:
[~y

Dann gilt: Aus f ~ g: M — N folgt dass gilt:
f*=g": H?(N) — HP(M) vp.

Das Rechnen mit (Ko)Kettenkomplexen und Homologien wird in der homo-
logischen Algebra systematisiert. Diese wurde im wesentlichen im Rahmen der
Topologie eingefithrt. Die de Rham Kohomologie gibt dem ganzen eine analytische
Komponente und verbindet Analysis und Topologie. Die Weiterverfolung solcher
Zusammenhénge zwischen Topologie und Analysis gipfelt in einigen der tiefsten
Resultate der modernen Mathematik, wie z. B. dem Indexsatz von Atiyah und
Singer.
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