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Dieses Ubungsblatt ist mit 40 Punkten gewichtet. Sie kénnen durch Bearbeiten aller
Aufgaben bis zu 50 Punkte erwerben.

Aufgabe 1 (10 Punkte).

(a) Beweisen Sie das Lemma von Fatou:

Sei (X, 2L, ) ein Mafraum und seien f, : X — [0, 00] fiir n € N messbare Funktio-

nen. Dann gilt
/ <1iminf fn)du < liminf / £odp. (1)
X n—oo n—oo X

Hinweis: Betrachten Sie Funktionen g, mit g,,(z) := igf fn(x).

(b) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass in (1) auch die strikte Ungleichheit auftreten
kann.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei (X, ) ein messbarer Raum.

(a) Gegeben seien 2-messbare Funktionen f,g: X — R. Zeigen Sie, dass fiir alle r > 0
die Menge
{r e X||f(z) —g(@)| <r}

zu A gehort.
(b) Sei (fy)nen eine Folge von messbaren Funktionen von X nach R. Zeigen Sie:
{z € X| die Folge (f.(z))nen konvergiert in R} € 2.
Hinweis: Betrachten Sie die Menge

AU N {eex]|h - awl< ).

n=1m=1k,l=m

bitte wenden



Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei (X, ) ein messbarer Raum. Zeigen Sie:

(a) Fiir eine Funktion f: X — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist eine einfache Funktion, d.h. f ist messbar und f(X) besteht nur aus
endlich vielen Punkten.

(ii) Es gibt (endlich viele) paarweise disjunkte Mengen A, ..., A, € 2 und Werte

ag, ..., o, € R so dass
n
f: § OéjXA]"
i=1

(b) Sind f,g: X — R zwei einfache Funktionen und sind a,b € R, so sind auch af + bg
und f - g einfache Funktionen.

(c) Sind f,g : X — R zwei einfache Funktionen mit f < g, so gibt es paarweise
disjunkte Mengen Ay, ..., A, € A und Werte a1, ...,a, € Rund S,...,8, € R, so

dass . .
f= Z QXA und 9= ZﬁjXAj
j=1 j=1
mit o; < B; fiir j = 1,...,n erfiillt ist.

(d) Ist p ein Maf auf (X,2A) und ist f : X — R eine einfache Funktion, so héngt der
Wert

[ @uta) =3 a4

nicht von der Wahl der Darstellung

f= Z QX A,
j=1

mit paarweise disjunkten Mengen Aq,..., A, € A und Werten a4, ...,a, € R ab.
Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei (X, ) ein messbarer Raum. Zeigen Sie:
(a) Fir alle a € X ist durch

1, a€ A

0g: A — 10,00, A
0,00} {0, ag A

ein Mafs auf 2 gegeben.
(b) Fiir alle @ € X und jede messbare Funktion f: X — [0, 00| gilt

/X f(@)ds(z) = f(a).

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei u das in Aufgabe 3 von Blatt 2 definierte Zahlmaf auf
dem messbaren Raum (N, p(N)). Zeigen Sie, dass eine Funktion f : N — R genau dann
p-integrierbar ist, wenn die Reihe Y7 | f(n) absolut konvergiert. Zeigen Sie weiter, dass

in diesem Fall gilt:
[ sau=3" st
N n=1



