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Erinnerung: Riemann-Integral

Seien a < b € R. Eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b] ist ein Vektor (xg,x1,...,2,) mit n € N
und a = 29 < z; < -+ <z, = b. Es bezeichne Z([a,b]) die Menge aller Zerlegungen des
Intervalls [a, b]. Es sei nun [a,b] € X CR und f: X — R eine auf [a, b] beschrénkte Funktion.
Wir definieren fir Z = (zg,...,z,) € Z[a,b] die Unter- bzw. Obersumme von f beziiglich Z
durch

k—1
1) Uf,2):= Tkl — Tg) - My , wobel my, 1= inf x).
(1) U(f,2) gg%( k+1 — Tk) - Mg k xkgxgxk+lf( )
k—1
(2) O(f,2):== ) (Th41 —ok) - My , wobei My := sup f(x).
k=0 Ik§$§$k+1
Im Falle inf O(f,Z) = sup U(f,Z) € R nennen wir diesen gemeinsamen Wert das

zez(ap) ze2([a,b])

b
Riemann-Integral von f (auf dem Intervall [a,b]) und bezeichnen ihn mit / f(z)dx.

Aufgabe 1 (10 Punkte). Wir setzen
A := {A C R| A ist Vereinigung von endlich vielen Intervallen}

und definieren . .
o A—[0,00], A= UIk — ZL(Ik),
k=1 k=1

wobel wir mit
L(I) := sup |a — b

a,bel

die Lénge eines Intervalls I C R bezeichnen. Zeigen Sie:

(a) 2 ist eine Algebra und p ein wohldefiniertes(!) Pramaf auf 2.

bitte wenden



(b) Das von pu induzierte duflere Mafs p* ist translationsinvariant, d.h. fiir alle A C R
und alle z € R gilt

p(z+ A) = u*(A), wobei x4+ A:={x+a|lae€ A}

(c) Die o-Algebra 9, der beziiglich p* messbaren Mengen ist translationsinvariant,
d.h. fiir alle A € M, und alle z € R gilt (x + A) € M,,. (Insbesondere ist auch das
Lebesgue-Mak X := i*[on, translationsinvariant.)

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei A das auf die o-Algebra B(R) der Borelmengen von R einge-
schriankte Lebesgue-Maf. Zeigen Sie, dass jede Borel-messbare und Riemann-integrierbare
Funktion f : [a,b] — [0,00) auch Lebesgue-integrierbar ist und dass in diesem Fall gilt:

/ Syt = [ )

Bemerkung: Die Aussage bleibt auch dann noch giiltig, wenn wir auf die Einschrinkung
f > 0 verzichten.

Aufgabe 3 (10 Punkte). (a) Bestimmen Sie den Grenzwert:

lim (1 + E)Tle’2"’”ala:.
0

n—oo n

(b) Zeigen Sie:

o0

1 T
—1)" =
Z( )2k+1 4

k=0

Hinweis: Schreiben Sie die Summanden als geeignete Integrale.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei p ein Pramaf auf einer Algebra 2 C (X)) und sei p* das
von p induzierte dufere Maf. Zeigen Sie, dass p*(A) = p(A) fiir alle Mengen A € A gilt.

Zusatzaufgabe* (10 Punkte). Konstruieren Sie eine Teilmenge £ C R, die nicht Lebesgue-
messbar ist.

Hinweis: Zur Konstruktion von F benétigen Sie das Auswahlaxiom.



