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Aufgabe 1 (10 Punkte). In der Analysis II wurde gezeigt: Fiir jede auf einer offenen
Menge © C R? zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f : Q — R gilt
5 (o) = 2
— x P
Oxoy Yo Oyox

(0, Yo) fir alle (zo,y0) € Q.

Geben Sie hierfir mit Hilfe des Satzes von Fubini einen neuen Beweis.

Hinweis: Integrieren Sie beide Seiten {iber eine geeignete Menge und schliefen Sie indi-
rekt.

Aufgabe 2 (10 Punkte).

(a) Zeigen Sie: Ist (X, 2, 1) ein Mafraum mit p(X) < oo und sind 1 < p < ¢ < ©
gegeben, so gilt LP(u) 2O L(u).

(b) Geben Sie ein Beispiel eines Mafraums (X, 2, 1) an, in dem fiir 1 < p < ¢ < oo die
umgekehrte Inklusion LP(u) & L9(p) gilt.

(c) Geben Sie auch ein Beispiel eines Mafraums (X, 2, ) an, in dem fiir 1 <p < ¢ < o0
weder LP(u) € L%(p) noch L9(p) C LP(u) erfullt ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei (X, 2, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes f € L™ (u) gilt

Jim 71, = [l flleo-

(b) Sei f € (5, LP(n) gegeben, so dass lim [[f[|, in R existiert. Muss dann schon
pP—00
f € L*®(u) gelten?

bitte wenden



Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei f eine messbare Funktion auf einem Mafraum (X, 2, u).
Zeigen Sie:

(a) Sind 1 < p,qg <oound 0 < 6 <1 gegeben und ist » > 1 bestimmt durch

1 1-6 6
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r p q

so gilt die Ungleichung
171 < 1171

(b) Sind 1 < p < g < 0o gegeben, so gilt fiir alle p < r <gq

LP(X) N LI(X) C L'(X).

Wir wiinschen Ihnen frohe Weihnachten
und einen guten Rutsch ins neue Jahr!



