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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei w; eine p-Form und wy eine ¢-Form auf einer offenen Menge
U C R". Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sind w; und wy geschlossen, so auch wy A ws.

(b) Ist w; geschlossen und wq exakt, so ist w; A wq exakt.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei U C R? offen. Wir definieren auf U die R3-wertigen Diffe-
rentialformen

d.f(]l . dlL’Q dZL'3
ds = | dxo und dA = | dzsdz;
dl‘g d.ﬁEl dl’g

und nennen d3 das Linienelement und dA das Flichenelement. Jedem Vektorfeld
F : U — R?® wird dann durch (F,d3) bzw. (F,dA) in naheliegender Weise eine 1- bzw. 2-
Form zugeordnet. Ferner nennen wir die 3-Form dV := dx dxo dzs das Volumenelement.
Zeigen Sie:

(a) Ist f: U — R stetig partiell differenzierbar, so gilt
df = (grad f, ds).
(b) Ist F': U — R ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld, so gilt

-, -,

d(F,ds) = (rot(F'),dA) und d(F,dA) = div(F)dV.

(c) Folgern Sie aus d? = 0 die bekannten Identitéiten
rotgrad f =0 und divrot FF =0

fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen f : U — R und zweimal stetig
partiell differenzierbare Vektorfelder F : U — R3.

bitte wenden



Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei U C R? offen. Fiir p = 0, 1,2,3 bezeichnen wir mit QP(U)
den Vektorraum aller beliebig oft stetig partiell differenzierbaren p-Formen auf U. Ferner
sei V(U) der Vektorraum aller beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Vektorfelder
auf U. Zeigen Sie, dass das Diagramm

00— QOU) —= QY U) —= QX(U) —2=~ Q3(U) ——0

Tid ]<~,d§’) T(~,dﬁ) T-dv

0—— C=(U) Z2e p(U) e Y(U) — 0o (U) — 0

kommutiert und die vertikalen Abbildungen jeweils bijektiv sind. Wie iibersetzen sich die
Aussagen des Lemmas von Poincaré fiir sternférmiges U von der ersten auf die zweite
Zeile des Diagramms?



