BERECHNUNG DER WERTE C(2k)=27, =

1. Motivation

o0

Die Riemann‘sche Zetafunktion mit der Reihendarstellung C(x)= o 1% ist eine der

wichtigsten speziellen Funktionen. Uber die Zahlen T(2k+1) ist wenig bekannt, aber fiir
die Werte C(2k) gibt es eine geschlossene Formel. Um diese herzuleiten, benétigen wir die
Partialbruchzerlegung des Cotangens Hyperbolicus sowie die Definition der Bernoulli-

Zahlen.

2. Partialbruchzerlegung des Cotangens Hyperbolicus

2.1. Fourierreihe zu cosh(c?) mit o€C\iZ

Zur Erinnerung: Fiir die trigonometrische Fourierreihendarstellung gilt

Z (@,cos(nx)+b,sin(nx)) ,neZ.

n=1

Nun betrachte man die Funktion
f(t)=cosh(at) ,t€[—m,m].

Da f gerade ist, gilt 5,=0 Vn und damit
1 T
=— t)dt
a,=—[ 1)
:lf cosh(at)dt

z—f cosh(out)dt

zgl smh oct] ,a#0
T

2 1

= h ——sinh (0

n sm (am) sin (0))
=Lsinh(owt)

LTt
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sowie

anzij['f(t)cos(nt)dt

cosh (at)cos(nt)dt

| ===

;ll%;q :lt%;(:‘l"‘;l

cos(iat)cos(nt)dt

2cos(iat)cos(nt)dt

[\)
:l"_‘:l

—

=i‘f 2cos(iat)cos(nt)+sin(iot)sin(nt)—sin(iot)sin(nt)dt

T
LJ‘ cos(iot+nt)+cos(iat—nt)dt
21 %,

_ 1 sin(iat+nt)+sin(iat—nt) "

271 io+n io—n

_1 sin(z‘om-l—nn)+sin(iocr[—n7[)_n
T io+n io—n
:l(sin(iom+n7[)(ioc—n);i—sinz(ian—nrt)(ioc-l—n))
1 ((sin(iom)cos(m[)+cos(iom)sin(nr[))(ioc—no)t-l-(gin(iocn)cos(nn)—cos(iocn)sin(nrt))(ioc+n))

T

2 2

—a’—n
:l<2iocsin(iocTt)cos(nrt)—chos(iom)sin(nrt))
T —O(.z—n2 .

Mit sin(nm)=0 und cos(nm)=(—1)" gilt weiterhin

1,=2ia(=1)"sin(ian)
“ TI( o’ +n’ )

l(2oc(—1)”sinh(out))

e o +n '

Somit gilt fiir die Fourierreihe zu cosh (ot) -

f(t)zcosh(at)=M+ N (_1)n2O€Sinh(Owt) cos(nt)

2 2"
aT n=1 T o +n
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2.2. Partialbruchzerlegung des Cotangens Hyperbolicus

Mit

cosh g:%‘”)(%g (11 2% cos(n)
gilt fiir 7:=m

cosh(a 7[)=S1nh7([an) (é%—; (—1) e cos(nm))

und mit cos(nm)=(—1)" gilt weiterhin

sinh (au7t)

cosh(am)=

3. Definition der Bernoulli-Zahlen

Man betrachte die durch  f(0):=1 und
1 1
flz)i=="—= =

e’—1 z  Z N z"
I+—+—+..
2/ 3/ ,;0(”“)/

definierte Funktion. Diese kann in einer gewissen Umgebung von 0 in eine Potenzreihe

entwickelt werden:

Die Koeffizienten B, heiflien Bernoulli-Zahlen (nach Jakob Bernoulli (1654-1705)).
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Aus der fiir alle hinreichend kleinen |z| giiltigen Identitiit

(32— )=

k=0 n:o(n"‘l)-/

>

b

erhélt man durch Koeffizientenvergleich

1 1
B,=1, EBO+B1=O also Bl=—5

und durch Vergleich der Koeffizienten von z*~' die Rekursionsformel

ﬂ—l— B' + Bz + +L:0
k! 11(k=1)1 2/ (k=2)! ™ (k=1)/1/

Danach sind alle B, rational und man erhilt fiir die ersten Bernoulli-Zahlen

2 6, 30
1 1

:—’ B :O, B :——’
427 77 830

B,=1, B=—1, B,=1 B,=0, B,=——, B.=0,
5

B, e

B,=0, B,,=

Hieraus vermutet man, dass die Bernoulli-Zahlen B,,,;, Vk=1 verschwinden

Dies ergibt sich in der Tat daraus, dass

z +£:2z+z(ez—1)
=1 2 2(e-1)
_z2+e -1
2 -l

:ieZJrl
2e°—1

eine gerade Funktion ist, weshalb alle Koeffizienten von ungeraden Potenzen verschwinden
mussen.
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Weiterhin fiihrt diese Identitit fiir hinreichend kleine |z| zu der Darstellung

2n

z z z
z z z £0.
coth () 2 an< T ,z7#0

4. Berechnung der Werte C (2k) durch Koeffizientenvergleich

Aus der Partialbruchzerlegung des Cotangens Hyperbolicus

Jtcoth(om):é+z 20
n=1 O +n

Yoa#0

folgt fir am:=3
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Fiir kleine |¢| erhilt man mit Hilfe der geometrischen Reihe die Beziehung

Mit Hilfe des Cauchy‘schen Doppelreihensatzes gilt

N BZk
2 (2k)!

k=1

o8]

2k _n (_l)k—l(i 1 )i

k=1 (2n7[)2k

Durch Koeffizientenvergleich folgt

By o 1% 1
oo 2 L

oder also die geschlossene Formel fiir C (2 k) :

ch)=3 L 22,

n=1

Hiernach ist

Die Formel fiir C(24k) stammt von Euler (1734) und z&hlt heutzutage zu seinen schonsten

Entdeckungen.
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