Approximation durch Faltung mit Dirac-Folgen
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2. Motivation:

Jede konvergente Folge von Funktionen konvergiegeg eine stetige Grenzfunktion. Eine
sowohl fur die Theorie, als auch fir Anwendungechttge Fragestellung ergibt sich nun,
wenn man versucht eine gegebene Funktion durchFallge von Funktionen mit bestimmten
Eigenschaften, den sogenannten Dirac-Folgen zwozaippieren.

In diesem Vortrag wird ein Verfahren vorgestetigss in sehr allgemeinen Fallen zur
Approximation durch ,glattere” Funktionen verwenhdeerden kann. Dieses wurde in einer
Arbeit von Kurt Otto Friedrichs (1901 - 1982) ubBifferentialoperatoren eingefuhrt und

wird als Reqularisierungezeichnet.

3.Faltung:
Die Faltung beschreibt in der Funktionalanalysismeri mathematischen Operator

(mathematische Vorschrift, durch die man aus Objekteue Objekte bilden kann), der zu
zwei Funktionen f, g eine dritte Funktion, im Zesch,f* g“ liefert. Wir fuhren die Faltung
als Integral GbeR ein. Um die bendtigte Konvergenz zu sichern setxte voraus, dass

mindestens eine der beiden Funktionen einen kommpaktigehat.

Man sagt, eine Funktion R — C hat einen kompakten Trager, falls ein kompaktésrall

[—a, a] existiert, auBerhalb dessgrNull ist. Dann gilt:

]R £x) dx = f fx) dx = f fx) dx



Beispiel: f(X) ={ g o2
Dann ist P%,%] kompakter Trager von f und es gilt

T
2

fR f(x)dx = lcos(x) dx = Sin(x)%% = sin(g)— sin(—%) =2

2

Definition: Seienf, g Regelfunktionen auR , eine der beiden habe einen kompakten Trager.

Fur jedesc € R existiert dann das Integral

(f*9) () = f F(Oge— 1) dt

Die durchf = g : R — C definierte Funktion heif3t Faltungn f undg.

Fur das Faltungsprodukt gilt:

(i) f * g ist bilinear, d.h. bei festgehaltenegnist f — f * g und bei festgehaltenenf ist
g f*g linear.

(if) Das Faltungsprodukt ist kommutativ, d.fix g = g = f

Beweis:(i) z.z.:f » f = g ist linear.

Seien daz\f, g, h Regelfunktionen und, 8 € R. Dann gilt:

(af + Bh) * () = jR (af + BR)®) - g(x — ©) dt
- [ er@g6-0+ prg -0 de
R

= af fglx—1t)dt+ ﬁf h(t)g(x —t) dt
R R
= a(fxg)x)+ B (h*g)(x)

= f - f xgistlinear

Der Beweis zyy — f * g funktioniert analog.

(izz:.(f+9) () =@ *H®



f oderg habe einen kompakten Tradem, a]. Dann gilt:

90 = [ feg-var

Substitutiont = x —t

= [roga-nd =~ fa-g@adr

- | ra-ng@a
= (G N m

Beispiele:(i) f(x) = {1 S1sESL oy o {2 0sxs<2

0 sonst '’ Q0 sonst

¥ R

(ii) Fur r>0 seig, = % - 1j_,1- FUr jede Regelfunktiofi aufR ist dann

1 xX+r
froe =5 | roae

f * g, (x)wird auch als Mittelwert vorf im Intervall [x-r, x+r] bezeichnet und ist
glatter als die Funktiorf. Nach dem Hauptsatz der Differential-und Integmethnung ist

f eine C¥*1 — Funktion, falls f ein€* - Funktion ist.



Die Faltung besitzt zudem noch einige Anwendungerder Physik. So lasst sich zum
Beispiel das Potential einer auf einem Intervalh\a, b] verteilten Masse mit Hilfe des
Faltungsproduktes bestimmen.

4 .Dirac-Folgen:

In dem zu Beginn angekundigten Verfahren konstrumem die zu approximierende Funktion
durch Faltung mit den Funktionen einer sogenanbigac-Folge.

Im folgendem werden Dirac-Folgen nur als Hilfsmitjebraucht. Ihre eigentliche Bedeutung
tritt erst bei der Theorie der verallgemeinertemi&ionen (Distributionen) von Laurent

Schwarz auf.

Definition: Eine Folge(6y) , . heildt Dirac-Folgefalls gilt:
(D) VkKEN:§, =0

(D2) Vk € N:f S dt = 1
R

(D3) Ve > 0,7 > 03N € NVk > N: f S(t) dt < g, f Se()dt — 1| < ¢
R\[-7,7] [=7, 7]

Beispiele:(i) Die Funktionenfolgejy = S < 1y, Mit I = [—%, %], k € N ist eine Dirac-

Folge:
(D1) Vk € N: §;, = 0 (klar, dak € N ist)
1
T 1
Dzjatdt— kaltr—ktE—k1 k 1—1

Xl



(D3) Seiene >0, r > 0 beliebig=> AINENVkEK>N: - < r (nach archimedischem

Lol

Axiom)

=1, = [_%, %] c [-r,r]. Also gilt:

I
o
VAN
™

-r 0
f 8 (t) dt = ] 8, (t) dt + fsk(t) dt =0 + 0
R\[-7,7] —© r

0< ¢

f Se(t)dt — 1| = f 5k(t)dt—1‘ = |1-1]
[-7r.7] R

(ii) Die Folge der Landau-Kerng,:R - R, k€ N:
1 1
L (t) := . (1—tH* - 144, wobeicy = f(l — t2)kdt -
k
-1

(D1) Ly (t) = 0 (dat € [-1,1])
g 1 g 1

(D2) fR L(t)dt = _fl L (t)dt = o _fl(l_tz)kdt = e = 1

(D3) Wegenc, > 2 f(l—t)" dt = ——

k+1
0

gilt fur all&k € N:

1
2
f Le(®)dt < — f(l—tz)kdt < (k+ 1)(1 —r2)k
R\[-7,7] . r

Skizze zu Landau-Kerne:



5.Approximationssatz:

Sei f: R - C eine beschrankte stetige Funktion uidy) ,  eine Dirac-Folge. f oder alle
(6,) moégen einen kompakten Trager haben.fifie= f * §, gilt dann:
1. (fx) konvergiert tberall punktweise gegén

2. Istf gleichmalig stetig auR, so konvergier{f;,) gleichm&Rig auR gegen f.
Beweis:1. Wegen(D2) ist

) =f(x)- fR S dt = fR £(x) 8, (t) dt . Dann gilt:

=1
/() = fFO| = [(f * 60X - f(x]

f F6) (e — €) dt f £ () 8() dt
R R

f 5e() Fx— ) dt — f F(x) 8() dt
R R

fR (f = 1)~ F@) 6(0) dt

< f (FGc— 1) - FQO)] 8(8) dt
R

Sei nune > 0. Wahle einr > 0, so dass flft| < r gilt: |f(x —t)- f(x)| < e.

Wahle nun zw, r ein N (g, r) mit

f S (t)dt < & (D3)Vk = N.
R\[-7,7]

Dann gilt fur Yk > N weiter:



fel) - F@] < fR FGc— ) - F)I (D) dt

<e fSk(t)dt + 2 Il f Se(®)dt < e(1+2lIfID

[=7. 7] R\[-7.7]
Also gilt die erste Behauptung.
2. Wenn f gleichmalig stetig ist, kann die Zahlng somit der Inde¥ (¢, r) unabhangig von
x gewahlt werden. Damit ist die letzte Abschatzumgbhangig von x undf) ist somit

gleichmafiig konvergent geg¢rm
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