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8 6 Abelsche Summierbarkeit von Fourierreihen

Die Abel-Summation ist eine weitere Form der Suniomadie ihren Ausgang vom Abelschen

Grenzwertsatz nimmt.

Der Abelsche Grenzwertsatdesagt, dass

dar"m->a fir r-1

Wir wollen dieAbel-Summation zunachst definieren.

Defintion

Sei Z a, beliebig. Eine solche Reihe heil3t konvergenSinne von Abajegen<, falls fiir
n=0

aller D[O,l) die Reihe

A(r) :ianr“
n=0

genanntAbel-Mittel konvergiert und
lim A(r) =s
r-1-

ist.



Ahnlich wie bei dem Cesaro-Mittel wollen wir numen Zusammenhang zwischen der
Fourierreihe und dem Abel-Mittel herleiten. Da W& dem Cesaro-Mittel die Moglichkeit
haben dieses als Faltung auszudriicken, wiinschamw/&uch etwas Ahnliches bei dem

Abel-Mittel. Daflir bendtigen wir einen weiteren KKer

Defintion (Poisson-Kern)

Die Funktion P(I',t) , genannt der Poisson-Kern, ist definiert ¥l [— 7, 77] und

O <r <1 durch die absolut und gleichmaldig konvergente &eih

P(r,t) = Zr‘”‘ei”‘.

n=—oo

Bemerkung:

Der Poisson-Kern ist in der Tat eine absolut umitchimarig konvergente Reihe, denn es gilt:

P(r,t) = Zr”‘ nt

N=—oo
— i r\ \ |nt+r0e|0t+irneint "e < rn :rn
n=re n=1 und dar O[01)
= i SNt 1+ Z rngnt konvergiert die geometrische
n=1
— N (elnt +e |nt) +1 Reihe nZ:; r . Die absolute und
:1 gleichméRige Konvergenz folgt
= Z 2(;03@'[) + 1 nach dem Weierstrafl3’'schem

>
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Majorantenkriterium.
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n=1

=2 r"cosft) -1
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Lemma:

For t O [— 7, 77] und O < 1 <1 besitzt der Poisson-Kern zudem folgende Darstgéion

) Pt = R{l”eiij
1-re

1-r?
1-2rcosf) +r?

i) P(r,t) =

Beweis:
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Lemma (Eigenschaften des Poisson-Kerns)

PD) P(r,[) ist gerade und positiv
p2) L ]TP(r,t)dt -1
27T =

P9 Oe>0 035>0 [r,0[01) Or0O[r,2) git

1 JP(r,t)dt<£
21T [-7,7|\[-3,0]
Beweis:
_ 2
P1) P(rt)=— "

1-2rcosf) +r?

e 1-r?*>0, da rD[O,l)
e 1-2rcosf)+r®=cosf)’ +sint)* —2r cosf) +r”

= (cos€) - r)? +sin(t)?
>0

= P(r,t)=o0



Weiter ist P(r,t) gerade, denn es gilt:

® . _1 . b .
P(r,-t) = Zr‘”‘e’Int = Z g™ +1+ > rlMe™
= = n=1

Z n\e|nt+1+ Zrn\ int

n=1 n=-—oo

:i e = p(r,t)

T gl.konv.
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Definiton

Nun konnen wir dag\bel-Mittel definieren als

A(r, f):= f CP(r,)

Lemma:

A, £)() =S (e

Beweis:

A(r, F)() = £ OP(r 1) :%T]TP(r,t—s)f(s)ds

|.konv
EN 1 7

= — Yt (s)ds
21T ° i

©x 1 7 . . © A ,
=N = [ f(s)e™dsr"g™ = 3" f(n)rlg
25 (s) > f(n)

-7 NnN=-—o0

Satz von Fejér(mit dem Poisson-Kern)

Fur jede2n — periodiscle Regelfunktion gilt:

1) An jedem Punki konvergiertA(r, f)(x )gegen F(x ); 1) farr - 1.

An jeder Stellex, an der f stetig ist, konvergieA(r, f)(x gdegenf (x )furr - 1".

2) Ist f stetig, so konvergier(r, f gleichmafiig gegert .



Beweis:

1)

A(r, )(X) = f OP(r,1)(%) :%T ]T f (x—t)P(r,t)dt

16 17
zz_jnf (X_t)p(r,t)dt+§TJ;f(x—t)P(r,t)dt

nm

[ f(x+t)P(r,tydt+

geradeFunkt
-

<" 1T
= ZTJ;f(x HP(r,t)dt (1)

Weiter gilt mit (P2):

%TTP(r,t)dtzl = %TfP(r,t)=% ()

Aus (1) und (Il ) folgt mit A(X) ::%(f (X)+ f(x)):

Ar, F)(X) = AX)

:%T]j f (X+t)p(r,t)dt+iz f (x—-t)P(r,t)dt — A(X)

17 17 17
:EQ f(x+t)P(r,t)dt+§TJ; f(x—t)P(r,t)dt—EJ; P(r,t) 2A(X)dt

%/—J
1
2

= %T]T(f (x+1t)+ f(x—t) — 2A(X))P(r,t)dt



Damit folgt:

IA(r, F)(X) = A(X)

i_’f[f(xﬂ) +f(x—-t)-f(x)+ f(x*)JP(r,t)dt
21T, )

=2A

S%TI‘ f(x=t) = f ()| P(r, t)dt +%TI\ f(x+t) - f(x*) P(r,t)dt

=T =T,

Sei £ >0 und wahle0 < 0 <1 so, dasd It mit 0<t <9 gilt:

f(x=t)=f(x7)|<e und |f(x+t)-f(x")

<&

Mit Lemma P3) gilt:

Cr, O [0,1) so dasd] I D[ro ,1):

= ij P(r,t)dt<¢
21T



T, lasst sich abschatzen:

i’f\ f(x=t) = £ (<)|P(r,t)dt

21T,

= ijﬂ f (X—t) - f (X_)‘P(I’,t)dt + ijﬂ f (X—t) — f (X_)‘P(r,t)dt
21T, 21T

1 1 A
<eE_|P(rydt + 5TE2||f||m£P(r,t)dt

- - -—
'
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O ey

1
<=

<e+e—2|f]
2  2m "

Ebenso erhalt man fil, die gleiche Abschéatzung.

= |A(r, £)(X) - A(X)| < g(1+7_2TH f ij

Falls f stetig gilt:

%(f(x')+ f(x*)): f(X)



2) Sei f stetig auf einem abgeschlossenen Intervall, nanﬁﬁchiﬂ. Somitist f dort

gleichmalig stetig. Daher konnenund 6 unabhangig vorx gewahlt werden.
Damit ist auch die obige Abschatzung unabhangigxpd.h. A(r, f)ist gleichméalig

konvergent.

Satz (Darstellungssatz)
Falls die Fourierreihe einétn — periodisclen Funktion f in einem Punkt konvergiert, so
gilt:
f(x7)+ f(X)
2

und speziell im Stetigkeitspunkf gilt dann S f (X) = f (X) .

sf(x) =

Beweis
Sei f eine 21 — periodiscte Regelfunktion.

Die Fourierreihe dieser Funktion konvergiertin

= nach dem Satz von Fejér, dass

A, ) ) =D (ME™ jegen 0D+ 16S) yonvergiet

Aus dem Abelschen Grenzwertsatz folgt, wedfitx kohvergiert, dann konvergiert auch

A(r, ) und zwar gegen denselben Grenzwert.



