Einfiihrung

Eine Funktion mittels trigonometrischer Funktionen darzustellen ist das Ziel bei
Fourierreihenentwicklung.

Als Fourierreihe einer periodischen Funktion f, die abschnittsweise stetig ist, bezeichnet
man deren Entwicklung in eine Funktionenreihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen.

Allgemeine Form der Fourierreihe einer zwei-r-periodischen, stetigen Funktion:

f(x) = % + Z(ancos(nx) + b,sin (nx))

1. Koeffizientenbestimmung
1.1

Zunachst mochte ich hier noch eine Variante der Bestimmung der Koeffizienten
vorstellen, die im Vortrag nicht behandelt wird!

Um die Koeffizienten a, und b, berechnen zu konnen, benétigen wir die
Orthogonalitatsrelationen der trigonometrischen Funktionen (Vortrag 2)

Diese Relationen (auch genannt Euler-Fourier-Formeln) sind:
nfirm=n
0 firm # n
nfirm=n
0 firm # n
. ffﬂ cosmx * sinnx dx = 0

. ffncosmx*cosnxdx={ vn,m € N

T . .
e [ sinmxx*sinnxdx =
T

1.1 Bestimmung von ap und ay

f(x) = 32—0 + > :zl(ancos(nx) + b,sin (nx)) ist eine 2 m — periodische Funktion.
Zundachst multipliziert man mit cos(mx) und integriert tiber [—m, Tt].

ffﬂ f(x) * cosmx dx = ffﬂaz—o * COSMX + COS MX * Yo ; dp * COSNX + by, * sinnx dx
Wegen Linearitat des Integrals:

T a u T -
=[5 *cosmxdx+ XL a, * [ cosmx*cosnx dx+ by * [ cosmx *sinnx dx

1. Fall
Da cos(0) =1, wahle zundchst m=0 und beachte die Orthogonalitiatsbedingungen.

Da n bei 1 beginnt und m=0, gilt also der Fall m+#n, somit gilt:

y .
J_ cosmxsinnxdx =0 und
g

fcosmx*cosnxdxz 0

—TT

Also folgt:

[T f(x) * cosmxdx = [~ Zxcosmxdx = 2 x [ cosmx dx
- -T2 2 -T
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=3 Mt =Fe2n=a,m = [\ fx)dx=apm

Demnach ist

ag==*[" f(x)dx

s

Also nach Orthogonalitatsbedingung ist m = n
gl
J_ f(x) * cos mx dx
= ffna?‘) * COSMX + Yoy ay * ffﬂcos mx * cosnx dx + by ffn cos mx * sin nx dx
Es gilt auch hier: ffﬁ cosmx * sinnxdx = 0
und da m = n gilt:
ffﬂ cosmx * cosnx dx =T
Daraus folgt:

T a gl TC .
J_ 7 * cosmxdx + g ay * J_ cosmx x cosnx dx + by * [ cosmx * sinnx dx

_ T Qg [o%0) _ T ag —
—f_n?*cosmxdx +Zn=1am*ﬂ—f_n?*cosmxdx+am*11—0+am*11

= ffﬂf(x) * cosmx dx = a, * T

a,, = an=nl f_nnf(x) * cosnx dx

1.2 Bestimmung von b,
f(x) = 32—0 + Z:zl(ancos(nx) + bysin (nx))

Integration tiber [—m, ] und Multiplikation mit sin(mx).

A . _ (T ap . T .
J_o f () x sinmx dx= [+ sinmxdx + XL a, * [ cosnx x sinmx dx + by,

™ . .
f_n sin mx * sin nx dx

Firm > 0,alson =m
Gilt:
J fjﬂ cos mx * sin nx dx = 0 ,wegen Orthogonalitat
T . .
e [ sinmx*sinnxdx= T
—T
Also:
™ f(x) * sinmx dx= [ 2% sinmxdx + ¥, by, * [ sin mx * sin nx dx
- -t 2 n=1%m -
=" Lusinmxdx+bpy*m =2 [ sinmxdx +by, *m
-T 2 2 —T
3 .
J_ f(x) * sinmx dx=bp, *

Daraus folgt:

T
1
b,, = b, = ff(x) * sinnx dx
-
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1.2
Koeffizientenbestimmung ausgehend von der komplexen

Fourierreihendarstellung

Motivation:

- Zu verschiedenen 2m- periodischen Funktionen wollen wir die Fourierreihen
berechnen

- dazu mussen zunachst die Koeffizienten an und by der trigonometrischen Fourierreihe

flx) = 37“ + Z:lozl(ancos(nx) + b,sin (nx)) bestimmt werden!

1.2.1 Koeffizientenbestimmung
Frage: Wie hiangen die komplexe Fourierreihendarstellung f(x) = Yy _o Cp€

21
cp = if flx)e ™ dx
"o2m),

mit a,, b, und der trigonometrischen Fourierreihendarstellung zusammen?

inx und

Mit der Eulerschen Formel: e = cos(x) + isin(x) folgt aus
e =52 Iy F(e™™ dx
= ifoznf(x) * (cos(nx) - isin(nx))dx
2 . ) |
=i Jy f@) cos(nx) dx — i+ % * o7 f (x) sin(nx) dx

s . a
definiere ich als :=7” —bn
2

a , b
also:cnzf—L*f

Betrachte nun die komplexe Fourierreihe:

) = Xnwcne™ = co+ Xpoq cne™ + 352 cre™

Wieder mit der Eulerschen Formel: e”* = cos(x) + isin(x) folgt:

f(x) = co + Xy=q cp(cos(nx) + isin(nx)) + X2, cn(cos(nx) + isin(nx))
=Cg + Yim=q Cp(cos(nx) + isin(nx)) + Yo-q c_n(cos(nx) — isin(nx))

= Co + X1 (cy + c_) cos(nx) + i(c, — c_,)sin (nx)

a ., bp .
Setze nunc,, = 7" — 0% 7” ein:

. b a_ b_
et ey = (FoinB) + (S -ix 2t
2 . b
2 2
b a_ b_
n n n n
Cn = Cp =\ —1*— —i*—)=—ib
n n (2 2) (2 2 n
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Damit folgt:

o)

. a «©
Z cpe™ = 70 + Z a, cos(nx) + b,sin (nx)
n=1

n=-—oo

Somit haben wir also:

a, =nl f_nnf(x) * cosnx dx

b, = % f_nnf(x) * sinnx dx

Und insbesondere: a, = %*ffnf(x)dx

Bemerkung:
Fiir gerade Funktionen mit f(x)=f(-x) verschwinden stets die b,, wohingegen bei

ungeraden Funktionen mit f(x)=-f(-x) die an verschwinden.

Beweis zur Bemerkung:

Voraussetzung: f(x)=f(-x)

b, = % f_”nf(x) * sinnx dx

Substituiere g(t)=-t; dx=-dt und beachte, dass sin eine ungerade Funktion ist, also
sin(a) = —sin (—a) gilt.

Also:

b, = % f_nnf(x) * sinnx dx = — % fﬂ_nf(—t) sin(—nt) dt = % fn_nf(_t) sin(nt) dt
=——[" f(~tsin(nt) dt «Pa/D=0l = 2 [" f(t)sin(nt) dt = —by,

Also:

b, =-b, ©2b,=0 =b,=0
Demnach fallt b, bei der Fourierreihenentwicklung fiir gerade Funktionen weg.

Analog bei ungeraden Funtionen:

Voraussetzung: f(x)=-f(-x) und a,, = ni ffﬂ f(x) * cos nx dx

Substituiere wieder mit g(t)=-t und beachte, dass cos(a) = cos (—a) gilt.
ap = nl fjﬂ f(x) * cosnx dx = — ﬂi fﬂ_n f(—t) * cos(—nt) dt (dacos(a) = cos (—a))
= —ni J " (1) * cos(nt)dt =ﬂi J7_£(=1) * cos(nt)dt

—Vor. —ﬂi f_nn f(t) * cos(nt) dt =—a,,
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Also:
>a,=—-a,<2a,=0=a,=0

Demnach fillt a, bei der Fourierreihenentwicklung fiir ungerade Funktionen weg.

2. Beispiele

Die folgenden Beispiele sind fiir reelle Fourierreihen. Die behandelten Funktionen sind
dabei stets 2m — periodisch anzunehmen.

2.1 Fourierreihe zur Signumsfunktion (Rechteckschwingung)
-1 —-m<x<0
fx) =4y 0 x=-m0,m
1 O<x<m
Da die Funktion ungerade ist, kdnnen wir uns auf die Berechnung der b, beschranken.

Diese ergibt:
b, = % ffﬂ f(x) * sin mx dx
1 -0 . 1 .
= f_nf(x) sinnx dx + Efo f(x) sinnx dx

= %fonf(x) sinnx dx

2 (m . 2 (mo, 2 1 T2 1 1
== [, 1xsinnxdx = = ["sinnxdx = - [_H*COS(XH)]O = = (—-cosmn +-)

Bei n ungerade: b, = 2
nm
Bei n gerade: b, =0
Da f(x) = X.;—1 by * sinnx, hat die Signumfunktion als Fourierreihe:

4o 1 _
fx) = - anl an=D *sin(2n — 1) x

2.2 Fourierreihe zur Betragsfunktion (Dreiecksschwingung)
f(x)=|x|, demnach ist f eine gerade Funktion (f(x)=f(-x)), sodass nur a, betrachtet
werden muss.

ap==*" f(x)dx =—*[" |x|ldx == [[xdx=m

an = ni J7_f(x) * cosnx dx = % Jy x * cosnx dx (partielle Integration)
== ( [l sin(nx) x]n - fnlsin(nx) *1dx)

== ((sin(nx) — = [—%COS(nx)]Z)

% (%sin(nﬂ) - % * (—%cos(nﬂ) + %))
=2 (%

sin(nm) + % cos (nm) — %)
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_2 (cos (mt) _ 1
== ( =)

Bein gerade folgt. an=0

: 4
Bei n ungerade folgt: an = - e
Die Fourierreihe ist also:
4 2n—1)*
f()="2 + Tioqan cosnx =2+ Ni; — fyo cosnDex

V3
cos2n—1)*xx = >~ 2D

4
(2n-1)*r

cos(2n—1)*x
(2n—-1)2

T 4w
f(x)= > ;Zn=1

2.3 Fourierreihe zur Quadratsfunktion
f(x) =x2? ist auch wieder eine gerade Funktion, also ap und a, berechnen geniigt.

1, ,m 1 T 11 T 1 .1 1 2
=—*[_ fedx=—[_ x?dx=— [—x3]_n=— -1 — (——Tt3) ==

3 m '3 3 3
a, = i fﬂ f(x) * cosnx dx = ni f_T:T x% x cos nx dx (partielle Integration)
:i * ([ sin(nx) = x ] - f_n lSin(nx) * 2x dx)

% (0 — % * ([— cos(nx) * — % x] — f — —cos(nx) * 1 dx)) [cos(nm) = (—1)"]
=% « (=2 (<_(—1)” x—+ (1" * (— —)) +- f cos(nx) dx))

n

:%*(_% (( x (= 1)n) -*[ sm(nx)] >>

1 4 4
=+ (G CD"+0) = e (D)

Daraus ergibt sich die Fourierreihe:

f(x)=%+4*zm=1(_

n

* cos (nx)

2.4 Fourierreihe zur Sdgezahnfunktion (Kippschwingung)

<
Die Funktion f(x) = {O x = f _;; "

f(x)=-f(-x), also eine ungerade Funktion, sodass die Berechnung von b, ausreicht.

heifdt Sdgezahnschwingung.

b, = % fjﬂ f(x) * sinnx dx = % f_nnx * sin nx dx partielle Integration
1 1 T 1 1
b, = —x [(_ cos(nt)) * —x X]—n — % ffn(—cosnt) * ;dx

=2« (E * (— cos(mn)) + E * (— cos(—nn))) +0 [dacos(a) = cos (—a)]

u
=% * (— cos(mn) — cos(mn)) = —% * cos(mn) = —%* (D" = % * (—1)ntt
Die Fourierreihe ist damit:
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fx)=2xY71(— 1)+ « Slnr(lnx)

2.5 Spezielle Werte fiir Betrags- und Quadratsfunktion

(1) Betrachte zunachst die Betragsfunktion: (Das folgende gilt auf Grund des
Satzes von Fejér und spater mit Satz von Dirichlet)

f(x) = |x|
=
© — i S = (0 -5) 3

(2n-1) x| (net) -
o - L, S _ b ¥ g cosGnoex_ 1 _ i
<:>COSx+COS3x+co;25x+m :1'[?2_|XL*T[ fir 1 < x < T

Fur x=0 erhalt man dann:
2

1 1 1 T
l+Ss+5+5+=—
32 52 72 8
1 2

Als Summe geschrieben: Y7, Freniaey

(ii)  Betrachte nun die Quadratsfunktion:

f(x) = x?

f(x)—%2+4 an n2 *cos(nx)

(-1
& 22, 0 cos () = (f(x) — 2)/4
1)11 2 2
& 3o, C0 w cos(nn) == - T
( 1) 2 2
o -3, S wcos(nx) == - X

cos2x cos3x cos4x T
& cosx — + - + ===
22 32 42 12 4

Fiir x=0 ergibt sich

2

1,1 1 n
=gt —wt =%
: [ee) (_1)11 2
Als Summe geschrieben: — Zn=17 =
_ . (_1)211—1 (_1)211] _ 7.[_2
< 2”21[ (2n-1) (2n)2 ]~ 12
0 1 _yo 1 _m
(=14 Zn:l (271—1)2 Zn:l (211)2 - 12
Jetzt (xx) eingesetzt:
1 w2
T T Zn=1 n)? 12
0 1 _m_m_w o
< 2”=1(2n)2 T8 12 24 24
o ¥, ——=2 |Faktor : h eh
n=1Gm2 = 2 aktor - herausziehen

(%)

fir—-n<x<mn
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o]

n=1

Summenformel von Euler
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