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Dieses Blatt wird mit 20 Punkten gewertet. Durch Bearbeiten
aller Aufgaben können Sie 15 Zusatzpunkte erwerben.

Aufgabe 1 (10 Punkte).

(a) Gegeben sei eine Löwner-Kette f ∈ L. Wir definieren

g : D× [0,∞)→ C, (z, t) 7→ f−1t (f0(z)). (1)

Zeigen Sie, dass f genau dann auf D × [0,∞) einer partiellen Differentialgleichung
der Form

∂f

∂t
(z, t) = z

∂f

∂z
(z, t)

1 + κ(t)z

1− κ(t)z
(2)

mit einer stetigen Funktion κ : [0,∞)→ T genügt, wobei wir T := {z ∈ C| |z| = 1}
setzen, wenn g eine Lösung der folgenden Differentialgleichung darstellt:

∂g

∂t
(z, t) = −g(z, t)

1 + κ(t)g(z, t)

1− κ(t)g(z, t)
(3)

(b) Gegeben sei θ ∈ R. Zeigen Sie, dass die Löwner-Kette

f : D× [0,∞)→ C, (z, t) 7→ etkθ(z) =
etz

(1− eiθz)2

aus Beispiel 5.2 der Vorlesung einer Differentialgleichung der Form (2) genügt, und
bestimmen Sie die zugehörige Funktion κ.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Für γ ∈ R definieren wir die Funktion

hγ : D→ C, z 7→ z

1− 2 cos(γ)z + z2
.

Zeigen Sie:

(a) Für alle γ ∈ R gilt hγ ∈ S. Welche Funktionen ergeben sich für γ ∈ πZ?

bitte wenden



(b) Für γ ∈ R\πZ gilt hγ(D) = C\(Iγ ∪ Jγ) mit

Iγ :=
(
−∞,− 1

2(1 + cos(γ))

]
und Jγ :=

[ 1

2(1− cos(γ))
,∞
)
.

Hinweis: Betrachten Sie auf D∗ := D\{0} die Funktion

ψ : D∗ → C, z 7→ z +
1

z

und zeigen Sie, dass ψ injektiv ist mit ψ(D∗) = C\[−2, 2].

Aufgabe 3 (15 Punkte!). Gegeben seien t ∈ [0,∞) und θ ∈ (0, π). Zeigen Sie:

(a) Es gibt genau eine Lösung γ ∈ (0, π) der Gleichung

e−t

2(1− cos(γ))
=

1

2(1− cos(θ))
. (4)

(b) Für die Lösung γ ∈ (0, π) der Gleichung (4) in Aufgabenteil (a) gilt

wt = h−1θ ◦ (e−t · hγ),

wobei wir
w : D× [0,∞)→ C, (z, t) 7→ k−10 (e−tk0(z))

gemäß (1) mit der aus Aufgabe 1 (b) bekannten Löwner-Kette zu k0 bestimmen.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass g := h−1θ ◦ (e−t · hγ) und wt biholomorphe
Abbildungen von D auf Gebiete D\(−1, s] bzw. D\(−1, s̃] darstellen. (Dabei müssen
s und s̃ nicht explizit bestimmt werden!)
Verwenden Sie anschließend das Lemma von Schwarz.

(c) In der Situation von Aufgabenteil (b) gilt

hγ(z) =
etwt(z)

1− wt(z)2

(
1 + 2

∞∑
j=1

cos(jθ)wt(z)j
)
.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass für alle x ∈ (−1, 1) gilt

1− x2

1− 2 cos(θ)x+ x2
= Re

(1 + eiθx

1− eiθx

)
= 1 + 2

∞∑
j=1

cos(jθ)xj.


