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Differentialgeometrische Hilfsmittel zu Kapitel 3

Wege im R”
Im Folgenden nennen wir eine stetig differenzierbare Abbildung v : I — R™ auf einem
abgeschlossenen Intervall I = [a,b] C R einen Weg im R™.

Der auf einem Intervall I = [a, b] definierte Weg v : I — R™ heift
e geschlossen, falls die Bedingung v(a) = v(b) erfiillt ist.
o requldr, falls #(t) # 0 fiir alle t € I gilt.

Orientierungserhaltende Parametertransformationen

Ist ¢ : I — J eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen zwei abgeschlossenen Inter-
vallen I = [a,b] und J = [¢, d] mit ¢/(¢) > 0 fiir alle ¢ € (a, b) sowie ¢(a) = c und ¢(b) = d,
SO nennen wir ¢ eine orientierungserhaltende Parametertransformation.

Ist v : J — R"™ ein Weg, so ist offensichtlich auch yo ¢ : I — R" ein Weg.

Kurven im R"

Auf der Menge aller Wege in R™ fithren wir die folgende Aquivalenzrelation ein: Fiir zwei
Wege v1 : I; — R" und 7, : Is — R” schreiben wir 7, ~ 75, falls es eine orientierungser-
haltende Parametertransformation ¢ : Iy — I; gibt, so dass 5 = 71 0 ¢ gilt.

Unter einer Kurve I' verstehen wir dann die Aquivalenzklasse eines Weges 7 beziiglich ~.
Die Kurve I" heiftt geschlossen, falls der Weg v geschlossen ist.

Parametrisierung nach Bogenlange
Ein reguldrer Weg v : I — R™ auf einem Intervall I = [a,b] heit nach Bogenlinge
parametrisiert, falls gilt

5@ =1 fir alle t € I.

Zu jedem reguldren Weg v existiert eine orientierungserhaltende Parametertransformation
¢ :[0,L] — I, so dass 7y o ¢ nach Bogenlénge parametrisiert ist. Hierbei bezeichnet

L= / o

die Weglénge von . Um dies einzusehen, stellt man zunéchst fest, dass

v I —0,L], t|—>/t]"y(7)\d7



streng monoton wachsend und surjektiv ist, also eine Umkehrfunktion =1 : [0, L] — T
besitzt. Anschliefend rechnet man nach, dass v o1 ~! nach Bogenlinge parametrisiert ist.

Kriimmung ebener Wege
Wir betrachten nun den Spezialfall n = 2 ebener Kurven. Durch die {ibliche Identifikation
C = R? schliekt dies auch den Fall von Kurven in C ein.

Sei v : I — R? ein nach Bogenlinge parametrisierter C2-Weg. Dann gilt
L= |3 = (3(t),%(@)) firallet el
und somit p
0= E(ﬁ(t),ﬁ(t» = 2(5(t),¥(1)) fir alle t € I.
Fiir alle ¢ € I steht also der Vektor 4(¢) senkrecht auf 4(¢), d.h. es gibt ein x(t) € R mit

F(t) = k(t)N (), fir den Normalenvektor N(t) := (? _01) A(t).

Die hierdurch gegebene Abbildung  : I — R heift die Krimmung (mit Vorzeichen) des
Weges .

Die Kriimmung « : I — R eines (nicht notwendigerweise nach Bogenlénge parametrisier-
ten) C?-Weges v : I — R? ist dann gegeben durch s := & o ¢, wobei ¢ : J — I die
orientierungserhaltende Parametertransformation auf die Parametrisierung ¥ = o ¢ nach
Bogenlédnge und < : J — R die Kriimmung von 7 bezeichne.

Satz. Die Kriimmung r eines requliren C?-Weges
y=(zy): IRt ((t),y(t))

ldsst sich bestimmen durch

K(t) =

FOIO =FOIO e v e T

(&(t)* +5(t)?)

Konvexe Kurven
Eine durch einen reguliren C?-Weg ~ parametrisierte Jordankurve I' umschlieft genau
dann ein konvexes Gebiet, wenn die Kriimmung x ihr Vorzeichen nicht dndert.

Sei v : [a,b] — R? ein C*-Weg. Die Totalkrimmung K(T') der durch v parametrisierten
C?-Kurve T ist gegeben (und in der Tat wohldefiniert!) durch

b
K(T) = / ()] 5(0)] dt

Satz. Fiir jede geschlossene C*-Kurve T gilt K(T') > 2n. Gleichheit tritt genau dann ein,
wenn I' eine Jordankurve ist, die ein konvexes Gebiet umschliefst.
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