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Dieses Blatt enthdlt 6 Aufgaben, von denen Sie aber nur 5 bearbeiten miissen.
Durch Bearbeiten aller Aufgaben kinnen Sie 10 Zusatzpunkte erwerben.

Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei a € C mit |a| < 1 gegeben. Zeigen Sie, dass fiir z € C gilt

a—z a—z

=1.

<1 und 2| =1 «—

2] <1 <= '
1—az

1—az

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei Q C C offen und sei f : Q2 — C holomorph. Wir setzen
O ={zeC|zeQ}

und

g: " —=C, z— f(2).
Zeigen Sie, dass g auf 2* holomorph ist und dass gilt

Jd(z) = f(z) fir alle z € Q.

Aufgabe 3 (10 Punkte).
(a) Untersuchen Sie, in welchen Punkten aus C die durch die folgenden Vorschriften
bestimmten Funktionen f : C — C komplex differenzierbar sind:
(1) f(z+iy) = 2%y* +iz?y’
(ii) f(z +iy) = (2% — y?) + 2izy
(iii) f(z) = zRe(z)
(b) Bestimmen Sie eine komplex differenzierbare Funktion f : C — C mit f(0) = i, fiir
deren Realteil u: C — R gilt
2

u(z +iy) = 223y — 2x9° 4+ 22 — 2.

bitte wenden



Aufgabe 4 (10 Punkte). Ist Q C C = R? offen und ist

frQ=C ztiy=(z,y) = f(z+iy) = f(z,y)
reell partiell differenzierbar, so definieren wir durch

of 1 /of of of 1 /of of
5(20) = 5(%(20) - @a—y(ZO)) und 5(20) = 5(%(20) + 28_3/(20))

die Pompeiu- Wirtinger-Ableitungen % und % von f im Punkt z, € €.

Berechnen Sie die Pompeiu-Wirtinger-Ableitungen der folgenden Funktionen:
(a) f: C—C, z+ 2"Z™ fir n,m € Ny
(b) f: C—C, z+ exp(z)

1
1 — 22

(c) f: C\{-1,1} = C, z+—

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei ) # Q C C = R? offen und sei f : Q@ — C eine Funktion.
Zeigen Sie:

(a) Die Funktion f ist genau dann in einem Punkt zy € ) reell (total) differenzierbar,
wenn Zahlen «, f € C existieren mit

f(z0+h) = f(20) + ah + Bh + o(|h]) fir h — 0.

In diesem Fall sind o und S eindeutig bestimmt und es gilt

_ 9 of

=5 (20) und p= 9z (20)-

(b) Die Funktion f ist genau dann auf €2 holomorph, wenn f auf € reell differenzierbar
ist und gilt
of

E(zo) =0 fiir alle zy € €. (1)
In diesem Fall ist f'(2) = %(zo) fiir alle 2y € 2.
(c) Wie hangt die Bedingung (1) mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

zusammen?

Aufgabe 6 (10 Punkte). Sei Q C C offen und zusammenhéngend. Zeigen Sie:
(a) Ist f € O(Q) gegeben, so dass f'(z) = 0 fiir alle z € Q gilt, dann ist f konstant.

(b) Jede Funktion f € O(Q) mit f(©2) C R oder f(£2) C iR ist konstant.



